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Цель и содержание задания 

 

Задание предназначено для выработки у студентов навыков дина-

мического расчета простейшего плоского механизма методами динами-

ки механической системы и аналитической механики. В ходе выполне-

ния задания студенты должны применить знания кинематики твердого 

тела, уяснить основные понятия динамики (кинетическая энергия тела, 

центр масс, момент инерции тела, работа активной силы и сил трения, 

главный вектор и главный момент сил инерции, возможное перемеще-

ние, обобщенные координаты, скорости, ускорения и силы), установить 

взаимосвязь, достоинства и недостатки методов расчета с помощью 

теоремы об изменении кинетической энергии механической системы, 

общего уравнения динамики  и уравнения Лагранжа II рода для меха-

низма с одной степенью свободы. 

Задание. Для механизмов, приведенных на рис. 1–3, определить 

ускорение центра масс тела 1.  

Числовые данные для расчетов приведены в таблице, где Р1, Р2, Р3 –

величины сил тяжести тел 1–3, Н; R2 – радиус тела 2, м; R3, r3 – большой и 

малый радиус составного тела 3, м; i3 – радиус инерции тела 3, м; f – ко-

эффициент трения скольжения;  – коэффициент трения качения, м. 

Тело 2 считать в нечетных вариантах цилиндром, в четных – тон-

костенной трубой. Нити, соединяющие тела, считать нерастяжимыми и 

несминаемыми. Нити параллельны соответствующим опорным поверх-

ностям. Проскальзывание между нитями и поверхностями тел отсутст-

вует. Трением качения при движении блока полиспаста в вариантах 9, 

10, 19, 20, 23–30 пренебречь. 

Углы на чертежах механизмов обозначены следующим образом: од-

ной дугой – 30, двумя дугами – 60, дугой с поперечной чертой – 45. 

 

Порядок выполнения задания 
 

1. Расчет с помощью теоремы об изменении кинетической энергии 

механической системы 

 

1.1. Кинематический расчет механизма 

 

Задают произвольно скорость 1V  центра масс тела 1.  
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Рис. 1
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Рис. 2
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Рис. 3 
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Вари-

ант 
Р1 Р2 Р3 R2 R3 r3 i3 f ,  

м Н м 

1 10 20 30 0,2 0,3 0,1 0,2 0,1 0,02 

2 20 30 40 0,3 0,4 0,2 0,3 0,2 0,01 

3 10 30 20 0,1 0,4 0,2 0,3 0,1 0,03 

4 30 20 10 0,2 0,3 0,1 0,2 0,2 0,02 

5 20 10 30 0,2 0,4 0,2 0,3 0,1 0,01 

6 10 30 20 0,1 0,3 0,1 0,2 0,2 0,03 

7 50 20 30 0,3 0,5 0,1 0,3 0,1 0,02 

8 40 10 30 0,4 0,3 0,1 0,2 0,2 0,01 

9 30 50 40 0,2 0,4 0,1 0,3 0,1  

10 20 40 30 0,6 0,5 0,3 0,4 0,2  

11 10 20 30 0,1 0,3 0,1 0,2 0,1 0,03 

12 20 30 10 0,2 0,4 0,2 0,3 0,2 0,01 

13 50 40 10 0,3 0,3 0,1 0,2 0,1 0,02 

14 10 30 20 0,1 0,6 0,2 0,4 0,2 0,03 

15 20 50 30 0,2 0,5 0,3 0,4 0,1 0,03 

16 30 40 50 0,3 0,3 0,1 0,2 0,2 0,01 

17 40 20 30 0,1 0,4 0,1 0,3 0,1 0,02 

18 20 10 50 0,2 0,3 0,1 0,2 0,2 0,01 

19 10 50 20 0,4 0,8 0,4 0,6 0,1  

20 30 10 50 0,1 0,3 0,1 0,2 0,2  

21 10 20 30 0,2 0,4 0,1 0,3 0,1 0,02 

22 20 40 10 0,1 0,5 0,2 0,3 0,2 0,03 

23 50 40 10 0,4 0,6 0,3 0,4 0,1  

24 40 10 30 0,3 0,4 0,1 0,2 0,2  

25 10 20 30 0,2 0,4 0,2 0,3   

26 60 10 40 0,5 0,3 0,1 0,2 0,2  

27 30 40 50 0,3 0,6 0,2 0,3 0,1  

28 40 10 60 0,1 0,4 0,2 0,3 0,2  

29 10 20 30 0,3 0,2 0,1 0,2   

30 30 20 10 0,2 0,6 0,2 0,5   
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Определяют направления и величины скоростей центров масс и 

угловых скоростей всех тел, используя кинематические  зависимости  

для  поступательного,  вращательного и плоского движения тела [1, 2]. 

Плоское движение тела рассчитывают с помощью мгновенного центра 

скоростей, который при качении тела без проскальзывания по непод-

вижной поверхности находится в точке соприкосновения тела с этой 

поверхностью, а у блока полиспаста – на пересечении горизонтального 

диаметра с неподвижной нитью. Учитывают, что все точки растянутой 

нити имеют равные по величине скорости. Найденные направления 

скоростей указывают на рабочем чертеже. 

 

1.2. Определение кинематических соотношений 
 

Из п. 1.1 выписывают величины скоростей центров масс и угло-

вых скоростей тел в долях от V1, опуская промежуточные и нулевые ре-

зультаты. Путем почленного дифференцирования по времени получен-

ных уравнений, считая V1 неизвестной функцией времени, получают 

необходимые для дальнейших расчетов зависимости соответствующих 

ускорений от ускорения a1 центра масс первого тела, а путем интегри-

рования при нулевых начальных условиях – зависимости соответст-

вующих перемещений от перемещения s1 центра масс первого тела. На-

правления ускорений и перемещений считают совпадающими с направ-

лениями соответствующих скоростей. 

После дифференцирования (интегрирования) первого уравнения в 

дальнейшем можно использовать метод аналогий. 

 

1.3. Определение кинетической энергии Т механизма  

в расчетном положении 

 

Определяют кинетические энергии тел 1–3, используя формулы 

для поступательного, вращательного и плоского движения тела, при 

этом момент инерции тела 2 определяют по формуле для цилиндра 

(трубы), а тела 3 вычисляют через радиус инерции i3 [1, 2]. 

Используя зависимости скоростей из п. 1.2 и суммируя результа-

ты, получают зависимость T от заданной скорости V1. 
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1.4. Определение работ сил, приложенных к механизму 

 

Рассматривают все силы, приложенные к телам механизма. Если 

сила является активной или реакцией реальной связи, ее указывают на 

отдельном чертеже (все внешние связи на нем отбрасывают), если ре-

акцией идеальной связи – ее заносят в отдельный список и на чертеже 

не указывают. 

Определяют по очереди работы указанных на чертеже сил и пар 

сил [1, 2], нанося на чертеж необходимые перемещения совпадающими 

по направлению с соответствующими скоростями из п. 1.1. Величины 

работ сил вычисляют через модули сил и перемещений точек их при-

ложения, работ пар – через модули моментов пар и угловых перемеще-

ний тел. Учитывают, что работа силы тяжести положительна, если 

центр масс тела опускается, и отрицательна – если поднимается, а рабо-

ты сил трения скольжения и качения всегда отрицательны. 

Используя зависимости перемещений из п. 1.2 и суммируя результа-

ты, получают зависимость суммы работ сил  FкA  от перемещения s1. 

Внимание: если полученная сумма отрицательна, то действитель-

ное направление 1V  противоположно ранее выбранному в п. 1.1. Следу-

ет указать, что все направления скоростей должны быть обратными, 

изменить знаки работ сил тяжести и найти новое значение суммы 

 FкA . 

1.5. Составление расчетного уравнения  

и определение неизвестного ускорения a1 

 

Расчетное уравнение получают путем подстановки результатов  

пп. 1.3, 1.4 в уравнение теоремы об изменении кинетической энергии 

механической системы [1, 2], считая начальную кинетическую Т0 меха-

низма нулевой. 

Дифференцируют по времени обе части расчетного уравнения и, 

учитывая, что dV1/dt = a1 = a1, выражают a1. 

 

2. Расчет с помощью общего уравнения динамики 

 

2.1. Определение сил инерции 

 

Определяют направления и величины главных векторов и главных 

моментов сил инерции тел механизма, используя формулы для посту-
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пательного, вращательного и плоского движений тел [1, 2]. Направле-

ния ускорений выбирают из чертежа п. 1.1, необходимые соотношения 

ускорений используются из пункта п. 1.2. Направления сил инерции 

указывают на чертеже. 

 

2.2. Задание механизму возможного перемещения 

 

Задают возможное перемещение 1s  центру масс тела 1, совпа-

дающее с 1s . Поскольку механизм имеет одну степень свободы, на-

правления остальных возможных перемещений и соотношения между 

ними совпадают с направлениями и соотношениями для конечных пе-

ремещений, полученными в пп. 1.1 и 1.2. 

 

2.3. Составление и решение расчетного уравнения 
 

Определяют сумму элементарных работ активных сил и реакций 

реальных связей на заданном возможном перемещении. Используют 

сумму работ на конечном перемещении, полученную в п. 1.4, заменяя s1 

на s1. Определяют сумму элементарных работ  сил инерции на задан-

ном возможном перемещении, используя чертеж п. 2.1 и указывая на 

нем необходимые возможные перемещения. 

Найденные суммы подставляют в общее уравнения динамики     

[1, 2], с учетом соотношений, полученных в п. 2.1 и 2.2, производят со-

кращения и определяют величину a1. 

Расхождение a1 с величиной, найденной в п. 1.5, не должно пре-

вышать 1%. 

 

3. Расчет с помощью уравнения Лагранжа II рода 

 

3.1. Определение числа степеней свободы механизма 

 

Методом «остановок» определяют, что механизм имеет одну сте-

пень свободы. 

 

3.2. Выбор обобщенной координаты 
 

За обобщенную принимают прямолинейную координату х, описы-

вающую движение тела 1. Определяют обобщенные скорость х  и уско-
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рение х . Указывают х на чертеже. 

 

3.3. Составление расчетного уравнения и определение a1 
 

Используют выражение кинетической энергии Т, полученное в 

п.1.3, заменяя в нем V1 и s1 на обобщенные скорость и координату. 

Определяют производные от Т по обобщенной скорости, коорди-

нате и времени. 

Задают элементарное приращение х  обобщенной координате х. 

Для определения обобщенной силы используют сумму конечных работ, 

полученную в п. 1.4, заменяя s1 на х . 

Все найденные компоненты подставляют в уравнение Лагранжа II 

рода [1, 2] и определяют a1. 

Расхождение a1 с ранее найденными величинами не должно пре-

вышать 1%. 

 

Пример. Для механизма на рис. 4:  

Р1 = 50 Н; Р2 = 10 Н; Р3 = 30 Н; 

R2 = 0,4 м (цилиндр); R3 = 0,6 м; 

r3 = 0,2 м; i3 = 0,4 м; f = 0,15;  = 0,02 м. 

 

Решение 

 

 
Рис. 4 

 

1. Расчет с помощью теоремы об изменении кинетической  

энергии механической системы 

 

1.1. Тело 1. Движение поступательное. Задаем 1V .     1

'
1 VV  . 

Тело 3. Движение вращательное (О3).  
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'
13 Vcoг ; 113

'
13 52,0 VVrV  ; 

113333 36,05; VVRVcoгAOV AA   ; ВA VV  . 

Тело 2. Движение плоское, особый случай 1  р2;  

BVcoг2 ; 1122 75,38,03 VVBрVB  ; 

1122222222 5,14,075,3; VVpCVcoгpCV  . 

Направления скоростей приведены на рис. 5. 

1.2. Результаты кинематического расчета скоростей:  

131 5; VV  ; .5,1;75,3 1212 VVV   
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Используя аналогию, 

получаем соотношение ус-

корений: 
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Используя аналогию, получим соотношение перемещений: 

.5,1;75,3;5; 1212131 sssss   
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Рис. 5 
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Рис. 6 

 

.18,10 2
1321 VTTTT   

1.4. Реакции идеальных связей : .,,,,, 22323131 трFNTRTN  

Определим работы сил, 

используя рис. 6:  

;2530sin 111111
ssPsРAP   

 111 sFA тртр  

;52,630cos 111 ssfP   

0333
 sPAP ; 

;1,1460sin5,160sin 11222222
ssPsPsPAP   

222
 сM MA

с
;32,075,360cos 112 ssP   

.26,32 12211 sAAAAA MсРTpРFк    

1.5.         ;0  FкATT  

;26,3218,10 1
2

1 sV   

 .59,1;26,32218,10 21
1

11
1 см

dt

dV
a

dt

ds

dt

dV
V   

 

2. Расчет с помощью общего уравнения динамики 
 

2.1.   11
1
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g
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RamR ии  ;  
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3
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2
2

2
2222 aaR

g

Р
MJM ии   
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Рис. 7 

 



х

х



Рис. 8 

2.2. С учетом рис. 5 ука-

зываем направления возмож-

ных перемещений механизма, 

сил и пар сил инерции (рис. 7). 

Из п. 1.2 получаем соотноше-

ния:  

.5,1;75,3

;5;

121

2131

sss

ss




 

 

2.3. Из п. 1.4:  

.26,32 1sAFк    

.37,2075,33,05,15,154,25 1111111111

22223311

sasasasasa

MsRMsRA иииии
Fк



 
 

;0  и
FкFк AA     2

11 59,1;037,2026,32 смaa  . 

 

3. Расчет с помощью уравнения Лагранжа II рода 

 

3.1. При «остановке» тела 1, при несминаемости и отсутствии про-

скальзывания нитей тела 3 и 2 становятся неподвижными, поэтому       

nc = 1. 

3.2. q = x, V1 = х ; a1 = 
..

x  (рис. 8). 

3.3. Из п. 1.3 : .18,10
2

хT   
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












дx

дT

x
xд

дT

dt

d

x
xд

дT







 

 

 

 

Из п. 1.4:              .26,32 xAFк    

.26,32





x
A

Q Fк  
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
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







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
 

 2
1 59,1;26,3236,20 смxax   . 
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