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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
Большинство задач, содержащихся в задачниках и сборниках зада-

ний по теоретической механике, имеют решения, опубликованные в 
Интернете. Например, на многих сайтах приведены решения задач ши-
роко используемого в учебном процессе многих вузов «Сборника за-
даний для курсовых работ по теоретической механике» под редакцией 
А.А. Яблонского. Студенты часто пользуются такими источниками 
информации, что снижает качество освоения дисциплины. Предыду-
щее пособие авторов, опубликованное в 2013 году, также «устарело» 
по вышесказанной причине. Эти обстоятельства побудили авторов к 
написанию настоящего пособия.  

При его написании использовались как задания, составленные ав-
торами, так и работы, приведенные в библиографическом списке. 
Условия этих заданий были изменены и дополнены.  

Предлагаемое пособие содержит задания для расчетно-графи-
ческих работ по следующим разделам: статика, кинематика и динами-
ка. Предложено 16 заданий по 50–56 вариантов в каждом, которые 
охватывают основные темы дисциплины «Теоретическая механика» 
для машиностроительных и технологических специальностей. В каж-
дом задании приведен пример решения задачи. По некоторым темам, 
например «Применение теоремы об изменении кинетической энергии 
к изучению движения механической системы», приводятся задания 
разной сложности. Это позволяет дифференцированно подойти к ис-
пользованию сборника для студентов машиностроительных и техноло-
гических направлений подготовки.  
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СТАТИКА 

ЗАДАНИЕ С1 

Определение реакций опор твердого тела 

На схемах, изображенных на рис. С1.2–С1.6, показано твердое те-
ло, закрепленное посредством жесткой  заделки (защемление). Необ-
ходимо определить все реактивные факторы и выполнить проверку 
правильности решения. 

Примеры решения задач на определение 
реакций опор твердого тела 

Задача  
Дано: схема конструкции (рис. С1.1, а): 

10 кH;G   5 кH;Р   8 кH м;М    S = 2 кН; 

0,5 кH/м;q   60 ;    1 м.l   

Определить: реакцию опоры А и реакцию стержня СD. 
 

 
Рис. С1.1  

 
 

а б в
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Решение 
1. Рассмотрим равновесие балки АВ. Покажем все действующие на 

балку активные силы (рис. 1.1, б): заданную силу G, равнодействую-
щую Q распределенной нагрузки ( 2 0,5 2 1 кH)Q q     , усилие Т со 
стороны нити и пару сил с моментом М. 

2. Отбросим связи (глухую заделку А) и заменим их действие соот-
ветствующими реакциями связей:  ,  и Ax Ay АR R М . 

3. Балка АВ находится в равновесии под действием плоской систе-
мы сил. Прежде чем записать условие равновесия тела под действием 
плоской системы сил, определим усилие Т, действующее на балку со 
стороны нити. Для этого рассмотрим равновесие блока с грузом Р.  
Отбросив связи (неподвижный шарнир Е и нить), заменим их дейст-
вие реакциями связей и ),   ( x yE E Т  и покажем активную силу Р  

(рис. С1.1, в). 
Записав одно условие равновесия получившейся плоской системы 

сил  ( ) 0E im F  , убеждаемся, что Т = Р, так как Тr – Pr = 0, где  
r – радиус блока. Следовательно, на балку АВ со стороны нити дей-
ствует такая же, но противоположно направленная сила Т = Р = 5 кН. 

4. Запишем условия равновесия плоской системы сил, действую-
щих на балку АВ (рис. С1.1, б): 

 
0;  cos 0ix AxF R S    ; (С1.1) 

 0;  sin 0iy AyF R Q G S T       ; (С1.2) 

 0;Am   3 1,5 4 6 0A x yM Ql G l S l S l M T l           . (С1.3) 

Учитываем, что составляющие  

 cos 2 0,5 1xS S     ,         sin 2 0,87 1,73yS S     . 

5. Решим получившуюся систему алгебраических уравнений относи-
тельно неизвестных реакций связи. Перепишем уравнение (С1.3) в виде:  

 3 1,5 4 6A x yM Ql G l S l S l M T l          ; 

 1 1 10 3 1 1,5 1,73 4 8 5 6 0,58AM              кН · м. 
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Рис. С1.2 
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Рис. С1.3 
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Рис. С1.4 
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Рис. С1.5 
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Рис. С1.6 

Из уравнений (С1.1) и (С1.2) найдем AxR  и :AyR  

 cos 2 0,5 1AxR S      кН,  

 sin 1 10 2 0,87 5 4,27AyR Q G S T            кН. 

Все неизвестные реакции имеют положительный знак, их направ-
ления верно показаны на рис. С1.1, б.  

Выполним проверку: 

Bm  1,5 6 5 3 sin 2Ax Ay AR l R l M Q l G l S l M              

1 1,5 4,27 6 0,58 1 5 10 3 2 0,87 2 8 0,02               , 

0,58AM   кН · м,   1 кН,AxR     4,27 кН.AyR   
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При правильном решении задачи эта сумма должна быть равна ну-
лю. Из-за погрешностей округления (округление при расчетах следует 
производить в третьей значащей цифре) эта сумма может несколько 
отличаться от нуля, но не должна превышать 1 % от наибольшего сла-
гаемого уравнения. 

Новый центр (в рассматриваемом случае точка В) следует выбирать 
так, чтобы момент каждой из искомых реактивных сил относительно 
этой точки не был равен нулю, т. е. новая точка не должна лежать на 
линии действия искомой силы. 

 

ЗАДАНИЕ С2 

Определение реакций опор твердого тела 

На схемах, изображенных на рис. С2.2–С2.6, показано твердое те-
ло, закрепленное посредством шарнирных опор. Необходимо опреде-
лить все реактивные факторы и выполнить проверку правильности ре-
шения. 

Примеры решения задач на определение реакций  
опор твердого тела 

Задача 
Дано: схема конструкции (рис. С2.1, а): 

10 кHG  ; 5 кHР  ; 8 кH мМ   ; 
0,5 кH/мq  ; 60   ; 1мl  . 

Определить: реакцию опоры А и реакцию стержня СD. 
 

 
а             б         в 

Рис. С2.1 
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Решение 
1. Рассмотрим равновесие балки АВ. Покажем все действующие на 

балку активные силы (рис. С2.1, б): заданную силу G, равнодействую-
щую Q распределенной нагрузки ( 2 0,5 2 1 кH)Q q     , усилие Т со 
стороны нити и пару сил с моментом М. 

2. Отбросим связи (неподвижный шарнир А и стержень CD) и заме-
ним их действие соответствующими реакциями связей: ,  Ax AyR R  и S. 

3. Балка АВ находится в равновесии под действием плоской системы 
сил. Прежде чем записать условие равновесия тела под действием плос-
кой системы сил, определим усилие Т, действующее на балку со сторо-
ны нити. Для этого рассмотрим равновесие блока с грузом Р. Отбросив 
связи (неподвижный шарнир Е и нить), заменим их действие реакциями 
связей и ),   ( x yE E Т  и покажем активную силу Р (рис. С2.1, в). 

Записав одно условие равновесия получившейся плоской системы 
сил  ( ) 0E im F  , убеждаемся, что Т = Р, так как Тr – Pr = 0, где  
r – радиус блока. Следовательно, на балку АВ со стороны нити дей-
ствует такая же, но противоположно направленная сила Т = Р = 5 кН. 

4. Запишем условия равновесия плоской системы сил, действую-
щих на балку АВ (рис. С2.1, б): 

 
0;  cos 0ix AxF R S     ; (С2.1) 

 0;  sin 0iy AyF R Q G S T        ; (С2.2) 

 0;  3 1,5 4 6 0A x ym Ql G l S l S l M T l            . (С2.3) 

Для определения момента силы S относительно точки A ее разло-
жили на составляющие cosxS S  , sinyS S   и воспользовались 

теоремой Вариньона о моменте равнодействующей. 
5. Решим получившуюся систему алгебраических уравнений отно-

сительно неизвестных реакций связи. Перепишем уравнение (С2.3) 
в виде  

3 cos 1,5 sin 4 6 0Q l l G S l S l M l T               

и найдем из него S: 

3 6 1 1 3 10 8 6 5
2,14 кН.

1,5 cos 4 sin 1,5cos 60 4sin 60

Ql l G M l T
S

l l
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Рис. С2.2 
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Рис. С2.3 
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Рис. С2.4 
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Рис. С2.5 
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Рис. С2.6 

Из уравнения (С2.1) найдем :AxR  

cos 2,14cos 60 1,07 кНAxR S     , 

а из уравнения (С2.2) найдем :AyR  

sin 1 10 2,14sin 60 5 4,15 кНAyR Q G S T           . 

Все неизвестные реакции имеют положительный знак, их направ-
ления верно показаны на рис. С2.1, б. 

Проверка 
Для проверки правильности решения вычислим сумму моментов 

всех сил рассмотренной системы относительно точки B: 

 ( ) 1,5 6 5 3 sin 2B i Ax Aym F R l R l Q l G l S l M              

 1,07 1,5 4,15 6 1 5 10 3 2,14sin 60 2 8 0,0016 0;                (С2.4) 

1,07 кН,AxR     4,15 кН,AyR     2,14 кН.S   

При правильном решении задачи эта сумма должна быть равна ну-
лю. Из-за погрешностей округлений (округления при расчетах следует 
производить в третьей значащей цифре) сумма моментов всех сил мо-
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жет несколько отличаться от нуля, но не должна превышать 1 % от 
наибольшего слагаемого уравнения (С2.4). 

Новый центр (в рассматриваемом случае точка В) следует выбирать 
так, чтобы момент каждой из искомых реактивных сил относительно 
этой точки не был равен нулю, т. е. новая точка не должна лежать на 
линии действия искомой силы. 

 

ЗАДАНИЕ С3 

Определение реакций опор составной конструкции 

Конструкция, представленная на рис. С3.2–С3.6, состоит из двух 
тел. Определить реакции опор и выполнить проверку правильности 
решения. 

Пример выполнения задания 

Задача 
Дано: схема конструкции (рис. С1.3, а); 

4 кН м;  0,5 кН м;  30 .М Р        

Размеры на рисунке указаны в метрах. 
Определить: реакции в опорах А, С и усилие во внутреннем шар-

нире В. 
Решение 
1. Рассмотрим равновесие всей конструкции АВС (составную кон-

струкцию, согласно принципу отвердевания, можно рассматривать как 
одно твердое тело). 

2. Покажем все действующие на конструкцию активные силы 
(рис. С3.2, б): заданную силу Р и пару сил с моментом М. 

3. Отбросим связи – заделку в точке А и подвижный шарнир С 
(шарнир В при рассмотрении равновесия всей конструкции не явля-
ется связью) и заменим их действие соответствующими реакциями: 

,  ,  ,  .Ax Ay A CR R M R  

4. Запишем условия равновесия получившейся плоской системы 
сил: 

 0;   sin 0ix Ax CF R R P     ; (С3.1) 
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 0;   cos 0iy Ay CF R R    ; (С3.2) 

 ( ) 0;   3 4 2,5 0A i A Cy Cxm F M M R R P         . (С3.3) 

Получилась система трех линейных алгебраических уравнений от-
носительно четырех неизвестных. 

5. Для составления дополнительных уравнений и нахождения силы 
давления в шарнире В рассмотрим равновесие балки ВС. 

6. Покажем (рис. С3.2, в) все действующие на балку ВС активные 
силы (силу Р) и реакции связи: ,   и Bx Bx CR R R  (для балки ВС связями 
являются соединительный шарнир В и подвижный шарнир С). 

 

 
а      б      в 

Рис. С3.1 

7. Запишем условия равновесия получившейся системы сил: 

 0;   sin 0ix Bx CF R R P     ; (С3.4) 

 0;   cos 0iy By CF R R    ; (С3.5) 

 ( ) 0;   0,5 sin 2 0B i Cm F P R      . (С3.6) 

Решая систему шести линейных алгебраических уравнений (С3.1) – 
(С3.6), найдем шесть неизвестных реакций. 

Из уравнения (С3.6): 

0,5 0,5 0,5
0,250 кН

sin 2 sin 30 2C
P

R
 

  
   

. 
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Рис. С3.2 
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Рис. С3.3 



24 

 

 
Рис. С3.4 
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Рис. С3.5 
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Рис. С3.6 

Из уравнений (С3.4) и (С3.5): 

sin 0,25sin30 0,5 0,375 кНBx CR R P        ; 

cos 0,25sin 30 0,217 кНBy CR R        . 

Из уравнения (С3.3): 

cos 3 sin 4 2,5 4 0,25cos30 3A Cy CM M R R P               

0,25sin30 4 0,5 2,5 2,60 кН м       . 

Проверка 
Чтобы удостовериться в правильности полученного решения, про-

верим выполнение условия равновесия системы сил (рис. С3.2, б) в 
виде равенства нулю суммы моментов всех сил относительно нового 
центра – точки K: 

( ) 2 2 sin 2 cos 1 0,5K i A Ay Ax C Cm F M M R R R R P                 

2,6 4 ( 0,217) 2 ( 0,375) 2 0,25sin30 2             

0,25cos30 1 0,5 0,5 0,01 0       ; 
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2,60 кН мAM   ,   0,250 кНCR  ; 

0,375 кНAxR   ,   0,375 кНxB   ; 

0,217 кНAyR   ,   0,217 кНyB   . 

Давление BR  в шарнире  В  равно реакции связи, т. е. 

2 2 2 2( 0,375) ( 0,217) 0,433 кНB Bx ByR R R       . 
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КИНЕМАТИКА 

ЗАДАНИЕ К1 

Определение скорости и ускорения точки  
по заданным уравнениям ее движения 

По заданным уравнениям движения точки установить вид ее траек-
тории и для момента времени 1t t  (c) найти положение точки на тра-
ектории, ее скорость, полное, нормальное и касательное ускорение, а 
также радиус кривизны траектории. 

Необходимые для решения данные приведены в таблице. 

Таблица данных 

Номер  
варианта x(t), см y(t), см t1, c 

1 –2t3 + 3 –5t 0,5
2 4cos2πt + 2 4sin2πt 3
3 3t2 + 2 –4t 0,5
4 5sin2(πt/6) 5cos2(πt/6) – 3 1
5 –cos(πt3/3) sin(πt3/3) 1
6 –3/(t + 2) 3t + 6 2
7 –4t2 + 1 –3t 1
8 7sin2πt – 5 –7cos2πt + 1 6
9 2sin(πt/3) – 1 –3cos(πt/3) + 1 6

10 6sinπt2 – 2 6cosπt2 1
11 7t2 – 3 5t 0,5
12 3 – 3t2 + t 4–5t2 + 5t/3 1
13 8cos2(πt/6) + 2 –8sin(πt/6) 1
14 –6t –2t2 – 4 2
15 –4cos(πt/3) – 1 4sin(πt/3) 1
16 2 – 3t – 6t2 3 – 3t/2 – 3t2 0 
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О к о н ч а н и е  т а б л и ц ы  

Номер  
варианта x(t), см y(t), см t1, c 

17 –5t2 – 4 3t 3
18 1 + 3cos(πt2) 3sin(πt2) + 3 1
19 3t 4t2 + 1 0,5
20 4cos(πt/3) –3sin(πt/3) 1
21 –2t + 2 –2/(t + 1) 2
22 5cos(πt2) –5sin(πt2) 1
23 –4cos(πt/3) –2sin(πt/3) – 3 1
24 7sin(πt2/6) + 3 7cos(πt2/6) 1
25 4t + 4 –4/(t + 1) 2
26 2cos(πt2) – 2 –2sin(πt2) + 3 1
27 –2t2 + 3 –5t 3
28 5t2 + 5t/3 – 3 3t2 + t + 3 1
29 4sin2(πt/3) 4cos2(πt/3) + 2 1
30 –cos(πt2/3) + 3 sin(πt2/3) – 1 1
31 –4t2 + 1 –3t 0,5
32 4t + 4 –4/(t + 1) 2
33 3 – 9sin(πt2) 9cos(πt2) + 5 1
34 8cos2(πt) + 2 –8sin2(πt) + 7 2
35 3t2 + 1 –4t 0,5
36 2sin(πt/3) 3cos(πt/3) + 4 1
37 –6t –2t2 – 4 1
38 3t2 – t + 1 5t2 – 5t/3 – 2 1
39 4cos(πt) 4sin(πt) 3
40 7sin(πt2) + 3 2 – 7cos(πt2) 6
41 3 – 3t2 + t 4 – 5t2 + 5t/3 1
42 –3/(t + 2) 3t + 6 2
43 6sin(πt2) – 2 6cos(πt2) + 3 6
44 4cos(πt/3) 2sin(πt/3) – 3 1
45 7t2 – 3 5t 0,25
46 4t2 + 1 –3t 0,5
47 1 + 3cos(πt2) 3sin(πt2) + 3 3
48 5sin2(πt) 5cos2(πt) – 3 2
49 5cos(πt2) 5sin(πt2) 1
50 –2t – 2 –2/(t + 1) 1
51 2 – 3t – 6t2 3 – 3t/2 – 3t2 0
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Пример выполнения задания 

Закон движения точки задан уравнениями: 5sin
4

x t


 ; 

5cos
4

y t


 , где  t  измеряется в секундах, а координаты – в метрах. 

Определить вид траектории и для момента 
времени t = 1 с найти: ,  ,  ,   ,  ,x y x yV V V a a  

,   ,  ,   .na a a   

Решение  
Для определения уравнения траектории 

возведем в квадрат оба уравнения движения  и 

сложим их: 2 2 25x y  . Это уравнение окруж-
ности радиусом R = 5 (рис. К1.1). 

При  t = 1 c  x = 5 · 0,707 ≈ 3,5;  y = 5 · 0,707 ≈ 3,5. 
Найдем скорость точки: 

5
cos

4 4xV x t
 

  ; 

5
sin

4 4yV y t
 

   ; 

2 2 5

4x yV V V


   = 4,9 м/c. 

Изобразим полученные векторы скоростей на рис. К1.1. 
Найдем ускорение точки координатным способом: 

25
sin

16 4x xa V x t
 

     ; 

25
cos

16 4y ya V y t
 

     ; 

2 2 5

16x ya a a


    м/c2. 

. Рис К1.1
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Полученные векторы ускорений изобра-
зим на рис. К1.2. 

Найдем ускорение точки в естественных 
координатах: 

2 2 2 25 5

16 5 16n
V

a
 

  
 

;     0
dV

a
dt   ; 

2
2 2 5

16na a a


    м/c2. 

Ускорения точки, вычисленные разными способами, совпали. Сле-
довательно, решение верно. 

Радиус кривизны определяем по формуле 
2

n

V

a
  . 

Таким образом, 

2

2

2

25

16 5
5

16
n

V

a



   


 м. Это также подтверждает пра-

вильность решения. 

 
 

ЗАДАНИЕ К2 

Определение скоростей и ускорений точек тела  
при поступательном и вращательном движении 

По заданному уравнению прямолинейного поступательного дви-
жения груза А определить скорость точки М, а также ее нормальное, 
касательное и полное ускорение в момент времени, указанный в усло-
вии задачи. Схемы механизмов и необходимые для расчета данные 
представлены на рис. К2.3–К2.9. 

. Рис К1.2
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Пример решения задачи 

Задача  
На рис. К2.1 показана схема механизма, состоящего из барабана 1, 

на который наматывается трос, перекинутый через неподвижные бло-
ки 2 и 3. К неподвижному блоку 3 на нить подвешен груз А.  

Дано: 110  с  ; 220  с  ; 0,4 мR  ; 3 30,3 м; 0,2 мR r  . 
Определить:  скорость  V  и ускорение  a  точки  Е  и груза  А. 
 

 
Решение  

Груз А движется поступательно вниз. Определим сначала скорость 
точки D тела, совершающего вращательное движение. 

Точка D принадлежит нерастяжимой нити, следовательно, на 
участке нити МD скорости всех точек нити по модулю одинаковы и 
равны скорости точки М барабана 1, в которой точки троса начинают 
контактировать с барабаном (точка М нити не может перемещаться 
относительно точки М  барабана). Следовательно, 

D MV V . 

. Рис К2.1

. Рис К2.2
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Скорость точки D определена как 10 0,4 4 м/cD MV V R      , 
вектор скорости направлен вверх. Зная скорость точки D, можно опре-
делить угловую скорость блока 3 и, следовательно, определить ско-
рость точки Е: 

 3 3 3 3
3 3

4
; 0,2 2,7 м/с

0,3
D D

E
V V

V r r
R R

       . 

Скорость точки Е равна скорости нити и соответственно равна ско-
рости груза А:  A EV V . 

Ускорение точки Е (рис. К2.2) складывается из нормального и ка-
сательного ускорений: 

   2 2n
E E Ea a a  ; 

2 2
2

3

2,7
36,4 м/с

0,2
n E
E

V
a

r
   ; 

3
23 3 3 3

3 3
3 3 3

( )
5,3 м/c

D

E
E

V
d r

R r Rr RrdV d R d
a r

dt dt R dt R dt R


 
             ; 

2 2 2(36,4) (5,3) 36,8 м/сEa    . 

Так как точка  А  движется прямолинейно, то  

236,4 м/сA E
A E

dV dV
a a

dt dt
    . 
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Рис. К2.3 
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Рис. К2.4 
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Рис. К2.5 
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Рис. К2.6 
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Рис. К2.7 



39 

 
Рис. К2.8 



40 

 
Рис. К2.9 

 

ЗАДАНИЕ К3 

Кинематический анализ плоского  
планетарного механизма 

Найти для заданного положения механизма скорости и ускорения 
всех точек, обозначенных на рис. К3.1, а также угловую скорость и 
угловое ускорение звеньев, которым эти точки принадлежат. Схемы 
механизмов и необходимые для расчета данные представлены на 
рис. К3.2–К3.8. 

Пример выполнения задания 
Задача 
На рис. К3.1, а показана схема планетарного механизма, состояще-

го из неподвижного колеса радиусом R, кривошипа (водила) OA, вра-
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щающегося вокруг оси колеса 1 и подвижного колеса 2, шарнирно со-
единенного с кривошипом OA; R = 0,2 м, r = 0,1 м. При вращении  
кривошипа OA колесо 2 катится без скольжения по колесу 1. В неко-
торый момент времени механизм находится в положении, соответ-
ствующем изображенному на рис. К3.1, а, при этом угловая скорость и 

угловое ускорение кривошипа равны: 110 cOA
  , 22 cOA

  . Опре-
делить скорость и ускорение точки М. 

 

 
Рис. К3.1  

Решение 
Точка М принадлежит колесу 2. Для определения скорости и 

ускорения этой точки необходимо найти скорость и ускорение какой-
нибудь другой точки, которая впоследствии будет принята за полюс 
колеса 2. В качестве полюса следует принимать такую точку, ско-
рость и ускорение которой либо известны, либо их нетрудно найти.  
В данном случае такой точкой А является шарнир. Точка А принад-
лежит одновременно двум звеньям механизма: колесу 2 и кривоши-
пу ОА. 

Определим скорость и ускорение шарнирной точки А. В данный 
момент времени известны угловая скорость OA  и угловое ускоре-

а б

в г
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ние OA , поэтому модуль скорости AV  и модуль ускорения Aa  опреде-
ляются по формулам: 

10 0,3 3A OA OAV l       м/c; 

2 2 210 0,3 30  м/c ;n
A OA OAa l       

2 0,3 0,6 м/c,A OA OAa l        

где  0,2 0,1 0,3OAl R r      м. 
Вектор скорости точки А направлен перпендикулярно прямой АО  

в сторону вращения кривошипа ОА, т. е. вверх (рис. К3.1, б). Так как 
направление OA  совпадает с направлением OA , тангенциальная со-

ставляющая ускорения Aa  совпадает с направлением скорости точ-

ки  А,  а нормальное ускорение n
Aa  направлено от точки  А  к оси вра-

щения. 
Определим угловую скорость 2  колеса 2. Последовательность 

рассуждения при выборе метода решения такова: закон движения ко-
леса 2 неизвестен, колесо 2 совершает плоское движение, известно по-
ложение мгновенного центра скоростей (точка Р на рис. К3.1, б), кото-
рый находится в точке контакта колес 1 и 2, так как колесо 2 катится 
без скольжения по неподвижному колесу 1: 

1
2

3
30 c .

0,1
A A

AP

V V

l r
      

Определим угловое ускорение 2  колеса 2. 
Зависимости 2 ( )t  и 2 ( )t  неизвестны, однако расстояние от точ-

ки  А  до мгновенного центра скоростей (точки Р) постоянно и рав-
но r , следовательно, можно найти производную по времени от угло-
вой скорости 2  (тангенциальная составляющая ускорения точки А – 

Aa  найдена ранее): 

22
2

1 0,6
6 c .

0,1
A A Ad V dV ad

dt dt r r dt r
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Определим скорости и ускорения точки  М  колеса 2. 
Рассуждения при выборе метода решения производятся в следую-

щей последовательности: точка  М  принадлежит телу, входящему  
в состав механизма, однако угловая скорость 2  этого тела и его уско-

рение 2  известны (определены ранее), тело совершает плоское дви-
жение, причем известны скорость и ускорение точки  А  (которые 
определены ранее). 

Приняв точку  А  за полюс, получим 

,M A MAV V V   

где 2 30 0,1 3 м/c.MA MAV l       
Спроектировав уравнение на оси  Ox  и  Oy  (рис. К3.1, г), получим:  

3 м/c;Mx MAV V      3 м/c;My AV V   

2 2 2 23 3 4,24 м/c.M Mx MyV V V      

Согласно теореме об ускорении точки при плоском движении 

,n n
M A A MA MAa a a a a    

 

где 2 2 2
2 30 0,1 90 м/c ,n

MA MAa l        2
2 6 0,1 0,6 м/cMA MAa l       . 

Спроектировав уравнение  на оси координат, получим: 

230 0,6 30,6 м/c ;n
Mx A MAa a a         

20,6 90 м89,4 /с ;n
My A MAa a a        

2 2 2 2 2( 30,6) ( 89,4) 94,5 м/с .M Mx Mya a a        
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Рис. К3.2 
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Рис. К3.3 
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Рис. К3.4 
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Рис. К3.5 
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Рис. К3.6 
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Рис. К3.7 
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Рис. К3.8 

 

ЗАДАНИЕ К4 

Кинематический анализ плоского рычажного механизма 

Найти для заданного положения механизма скорости и ускорения 
всех точек, обозначенных на рис. К4.1, а также угловую скорость и 
угловое ускорение звеньев, которым эти точки принадлежат. Схемы 
механизмов и необходимые для расчета данные представлены на 
рис. К4.3–К4.9. 

Пример выполнения задания 

Задача  
На рис. К4.1 показана кинематическая схема механизма, состояще-

го из кривошипа AB, вращающегося с заданной угловой скоростью 
120 c const,AB
    шатуна BC и коромысла СD. Все звенья сое-
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динены между собой при помощи 
цилиндрических шарниров. Требует-
ся определить скорость и ускорение 
шарнира C в указанном на рисунке 
положении механизма. Длины звень-
ев указаны на рисунке в метрах. 

Решение 
Точка C принадлежит коромыс-

лу CD, совершающему вращательное 
движение. Следовательно, вектор CV  
направлен перпендикулярно отрез-
ку CD и равен по модулю 

C CD CDV l   .  

Так как угловая скорость CD  неизвестна, то из этой формулы не-

возможно определить модуль вектора CV . 
Вместе с тем точка C принадлежит и телу CB, совершающему 

плоское движение, поэтому, приняв точку B за полюс, можно записать 
следующее векторное уравнение: 

 C B CBV V V  . (К4.1) 

Вектор CBV  направлен перпендикулярно прямой BC (рис. К4.1),  

а скорость BV  точки B, принадлежащей одновременно вращающемуся 
телу AB, направлена перпендикулярно отрезку AB и равна по модулю: 

20 0,01 0,2 м/cB AB ABV l      . 

Таким образом, вектор BV  известен полностью, а остальные два 
вектора – только по направлению. Спроектировав уравнение (К4.1) на 
оси  Dx  и  Dy,  получим систему алгебраических уравнений: 

 
cos30 cos30 0,

cos60 cos60 .

C B

C B CB

V V

V V V

     

    
 (K4.2) 

Из первого уравнения системы (К4.2) находим, что модуль иско-
мой скорости 0,05 м/с.C BV V   Направление вектора CV  указано на 
рисунке верно, так как в результате решения оказалось, что 0CV  . 

. Рис К4.1
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Для определения угловых скоростей звеньев  CD  и  BC  воспользу-
емся формулой 

10,2
5 c .

0,04
C

CD
CD

V

l
     

Угловая скорость CD  направлена против часовой стрелки (на-

правление вращения вектора CV  вокруг оси  D). 
Так как при плоском движении CB BC BCV l  , то из второго урав-

нения системы (К4.2) находим CBV : 

( )cos60 (0,2 0,2)cos60 0,2 м/сCB B CV V V        

и 

10,2
4 c .

0,05
CB

BC
BC

V

l
     

Угловая скорость BC  направлена против часовой стрелки 

(направление вращения вектора CBV  вокруг полюса В). 
Для проверки полученных результатов определим скорость точ-

ки С, используя понятие мгновенного центра скоростей (МЦС). Для 
нахождения МЦС для шатуна СВ необходимо знать направление ско-
ростей двух точек этого тела. Вектор скорости CV


 направлен перпен-

дикулярно отрезку СD. Вектор скорости BV


 направлен перпендику-
лярно кривошипу АВ и по модулю известен: 

0,2B AB ABV l     м/c. 

Проводим перпендикуляры к векторам CV  и BV  до их пересечения. 
Обозначим точку пересечения перпендикуляров Р. Точка Р является 
МЦС для отрезка СB в данный момент времени. Запишем угловую 
скорость отрезка СB через скорости CV  и BV : 

C B
CВ

V V

CP BP
   . 

Направление угловой скорости СВ  определяется направлением 

вектора скорости BV . В данном случае угловая скорость CB  направ-
лена против хода часовой стрелки со стороны точки P (МЦС). 



53 

Треугольник CBP является равно-
сторонним. Значит, СP = BP = 0,05 и 

0,2C BV V   м/c. Угловая скорость 

0,2
4

0,05
C

CB
V

CP
    рад/c. 

Видно, что результаты получились те 
же, что и при решении первым способом.   

Определение ускорений 
Точка С принадлежит звену СD, со-

вершающему вращательное движение: 

 n
C C Ca a a   , (К4.3) 

где 2 2 25 0,04 1 м/c ,n
C CD CDa l       а вектор Сa   известен только по 

направлению (рис. К4.2), так как C CD CDa l     и неизвестен мо-
дуль CD . 

Точка C принадлежит одновре-
менно звену BC, совершающему 
плоское движение:  

n
C B CB CBa a a a    ,     (К4.4) 

где 2 24 0,05 0,8n
CB CBa l     2м/c  

и CB CB CBa l     ( CBa   известен 
только по направлению, так как 
значение СВ  неизвестно). Из си-
стемы уравнений (К4.3) и (К4.4) 
получаем 

 n n
C C B CB CBa a a a a     . (К4.5) 

Точка В принадлежит вращающемуся телу АВ и 0,B AB ABa l      
так как const,AB   то 0AB  . 

C
B 

D

A

P

60

60

ABCV


ВV


. Рис К4.2



54 

В уравнении (К4.5) векторы n
Ca , Ba  и n

CBa  известны как по моду-

лю, так и по направлению, а векторы Ca   и CBa   – только по направле-
нию. Спроектировав уравнение (K4.5) на оси координат, получим два 

уравнения для нахождения модулей векторов Ca   и CBa  . Для решения 

поставленной задачи достаточно найти только Ca  , поэтому, спроекти-
ровав уравнение (К4.5) на ось  Dx,  получим 

cos60 cos30 cos60n n
C C B CBa a a a       , 

откуда 

  2
cos60 (1 4)0,5 0,8

1,96 
cos30 cos30

м/c
n n
C B CB

C

a a a
a

    
  

 
. 

Теперь в правой части уравнения (K4.3) оба вектора известны и по 
модулю, и по направлению. Спроектировав это уравнение на оси коор-
динат, найдем проекции искомого вектора на неподвижные оси  Dy   
и  Dx. 

Спроектировав уравнение (К4.5) на ось  Dy,  можно определить 

модуль вектора CBa  , что, в свою очередь, позволяет при необходимо-
сти найти угловое ускорение звена  BC,  так как  

CB CB CBa l    ; 

cos30 cos60 cos30n
C C B CBa a a a         . 

Отсюда 21,62 м/cCBa   . 

Знак «–» означает, что вектор CBa   имеет направление, противопо-
ложное тому, которое показано на рис. К4.2. 

Угловое ускорение шатуна СВ равно 21,62
32,4 c

0,05

CB
CB

CB

a

l


      

и направлено по часовой стрелке. 
В полном объеме теоретические основы кинематики изложены 

в учебниках (см. библиографический список). 
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Рис. К4.3 
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Рис. К4.4 
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Рис. К4.5 
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Рис. К4.6 
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Рис. К4.7 
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Рис. К4.8 
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Рис. К4.9 

 
 
 

ЗАДАНИЕ К5 

Определение абсолютной скорости  
и абсолютного ускорения точки 

Точка М движется с постоянной относительной скоростью отнV   
по телу, которое совершает вращательное движение в плоскости, 
рис. К5.2–К5.8. В момент времени, соответствующий положению ме-
ханизма, показанного на рисунках, заданы угловая скорость и угловое 
ускорение (или задан закон движения). Необходимо определить абсо-
лютную скорость и абсолютное ускорение точки М. 

Схемы механизмов показаны на рис. К5.2–К5.8 
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Пример выполнения задания 

Задача  

Точка М движется по закону 22ОМ t  вдоль трубки OD, накло-
ненной под углом 30    к оси Oz. Трубка OD и ось 1Ox  вращаются 

вокруг оси Oz с постоянной угловой скоростью 12 с .   Требуется 
определить скорость и ускорение точки M в неподвижной системе  
координат  Оxyz  в момент времени  t = 1 c. В этом случае движение 
точки удобно представить как сложное, состоящее из двух простых 
движений: прямолинейного относительного движения вдоль оси 1Ox  и 
переносного движения, т. е. вращательного движения вместе с труб-
кой OD. 

Абсолютным движением будет движение точки относительно си-
стемы координат, принятой в качестве неподвижной (xyz). 

Относительным движением считаем движение точки по отноше-
нию к подвижной системе координат: движение точки по трубке OD. 

Для определения относительной 
скорости и ускорения следует мысленно 
остановить переносное движение, а для 
определения переносной скорости и 
ускорения следует мысленно остано-
вить относительное движение. 

Относительное движение точки М 
является прямолинейным, поэтому от-
носительная скорость от 1 4 ,V x t   при 

t = 1 c от 4V  м/с. Относительное уско-

рение 2
от 1 м/с .4 а x   Скорость и 

ускорение направлены вдоль оси 1Ox  
(рис. К5.1).  

Абсолютное ускорение равно геометрической сумме относительно-
го, переносного и кориолисова ускорений: 

r e ca a a a   . 

. Рис К5.1
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Переносное движение – движение подвижной системы координат 
относительно неподвижной: вращение трубки OD относительно 
оси Оz. Переносная скорость точки M – это скорость той точки труб-
ки OD, которая совпадает в данный момент с движущейся точкой M. 
Так как трубка OD совершает вращательное движение, то переносная 
скорость и переносное ускорение определяют как скорость, так и уско-
рение точки М вращающегося тела. Таким образом, переносная ско-
рость направлена параллельно оси Ох и перпендикулярно плоско-

сти уОz, пер ,V h   sin ,h OM   или 2
пер 2 sin30V t   . При t = 1 c 

пер 2V   м/с. Так как переносная и относительная скорости взаимно 

перпендикулярны, то 2 2
абс от перV V V  . 

Переносное ускорение точки М как ускорение точки вращающего-

ся тела раскладывается на два вектора: перa  , который направлен па-

раллельно оси Ох, и пер
nа , направленный от точки М к оси враще-

ния Oz: 

пер 0a h    , так как угловая скорость постоянная и  ε = 0;   

2
пер
na h  , при  t = 1 c  2

пер 4na h    м/с2. 

Кориолисово ускорение кор пер от2 sin 8a V     м/с2. Модуль аб-

солютного ускорения  находим путем проецирования вектора абсо-
лютного ускорения на оси x, y, z: 

 22 2 2 2 2
абс кор пер от от( ) sin ( cos ) 8,4.n

x y za a a a a a a a             
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Рис. К5.2 
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Рис. К5.3 
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Рис. К5.4 
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Рис. К5.5 
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Рис. К5.6 
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Рис. К5.7 



70 

 
Рис. К5.8 
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ДИНАМИКА 

ЗАДАНИЕ Д1 

Интегрирование дифференциальных уравнений движения 
материальной точки 

Условие к вариантам: 1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29, 33, 37, 41, 45, 49, 
53 (табл. Д1.1) 

Тело движется из точки A  по участку AB  (длиной l) наклонной 
плоскости, составляющей угол 20° с горизонтом, в течение   секунд. 
Его начальная скорость AV . Коэффициент трения скольжения тела по 
плоскости равен  f. 

В точке  B  тело покидает плоскость со скоростью BV  и через T се-
кунд попадает со скоростью CV  в точку  C.  Сопротивление воздуха не 
учитывать. Искомые величины указаны на рис. Д1.1–Д1.7. 

Т а б л и ц а  Д1.1 

Номер 
варианта f VA, м/с h, м τ, с d, м l, м 

1 0,2 0 – – – 10
5 0,1 – 40 0,2 – –
9 0,2 2 4 – – –

13 0,1 – 40 0,2 – –
17 0,1 16 – – – 5
21  0 – 3 – 9,8
25 0,1 0 4,5 – – 5
29 0,1 16 – – – 5
33 0,1 1 – – 2,5 5
37 0,1 – 30 0,3 – –
41 0,1 0 – – 3 2
45 0,1 15 20 – – 8
49 0,1 10 – 1 2 –
53 0,1 0 4 – 2 –
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Условие к вариантам: 2, 6, 8, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, 38, 42, 46, 
50, 54 (табл. Д1.2) 

Тело массой m = 2 кг, получив в точке A  начальную скорость  

АV  = 24 м/с, движется в изогнутой трубе ABC , расположенной в вер-
тикальной плоскости; участки трубы или оба наклонные, или один го-
ризонтальный, а другой наклонный. На участке AB  тело движет- 
ся со скоростью τ (с), и на тело кроме силы тяжести действуют посто-
янная сила Q = 5 Н (ее направление показано на рис. Д1.1–Д1.7),  
а также сила сопротивления R , зависящая от скорости V  тела 
(направлена против движения). В точке B  тело, не изменяя значения 
своей скорости, переходит на участок BC  трубы, где на него кроме 
силы тяжести действует переменная сила F , проекция которой на ось 
x  равна 4sin 4( ) НxF t . Считая тело материальной точкой, найти за-
кон движения тела на участке ВС. Трением тела о трубу пренебречь. 

Т а б л и ц а  Д1.2 

Номер  
варианта R, Н АВ, м τ, с 

2 0,3V2 2,5 – 
6 0,3V – 3 

10 0,3V2 2,5 – 
14 0,3V2 2,5 – 
18 0,3V – 3 
22 0,3V2 2,5 – 
26 0,3V – 3 
30 0,3V2 2,5 – 
34 0,3V – 3 
38 0,3V2 2,5 – 
42 0,3V – 3 
46 0,3V2 2,5 – 
50 0,3V2 2,5 – 
54 0,3V – 3 

 
Условие к вариантам: 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48,  

52, 56 
Внутри изогнутой трубки, расположенной в горизонтальной плос-

кости, находится груз массой m = 0,5 кг. На одном из изогнутых участ-
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ков трубки укреплена пружина, имеющая жесткость с = 105 H/м. Сво-
бодный конец недеформированной пружины находится в точке D , где 
этот изогнутый участок заканчивается и начинается сопряженный с 
ним криволинейный участок трубки, выполненный по дуге окружно-
сти радиусом  R = 0,4 м. Прямолинейные участки плавно сопрягаются 
с криволинейными в точках B  и D  (т. е. OB BA , OD DE ). 

Груз может двигаться либо от точки A  к точке E , либо в обратном 
направлении. Точка начала движения показана более крупным шриф-
том. В первом случае движение груза начинается со скоростью  

AV  = 6 м/с и заканчивается остановкой в точке E . Во втором случае 
оно начинается без начальной скорости в точке E , и в точку A  груз 
приходит со скоростью AV . В обоих случаях движение груза на участ-

ке AB  сопровождается действием некоторой постоянной силы F


, ко-
торая может выполнять роль как движущей силы, так и силы сопро-
тивления движению. При движении по криволинейному участку на 
груз действует сила трения трF  = 2 Н. Длина участка AB  = 0,4 м, а 

значение углов, определяющих положения точек D  и ,B  указаны на 
рисунках схем. Угол γ = 30°. 

Принимая груз за материальную точку, определить длину участ-
ка DE , величину и направление силы F , а также силу давления N  
груза на стенки трубки в точке C . 

Условия к следующим вариантам 
Вариант 3. Материальная точка 1 движется в вертикальной плос-

кости под действием силы притяжения F


 = kmr


 (k = 16 с−2). Опреде-
лить уравнения движения точки, если 0x  = 0,5 м, 0x  = 1,2 м/с, 0y  = 0, 

0y  = 2 м/с,  m – масса точки. 
Вариант 7. Материальная точка 1 движется по криволинейной тра-

ектории в горизонтальной плоскости под действием сил притяжения: 

1F


 = 11k mr


; 2F


 = 22k mr


 1(k  = 9 с–2, 2k  = 4 с–2, m – масса точки). Опре-
делить уравнения движения точки, если 0 00,   0,x y   0x  = 1,2 м/с,  

0y  = 2 м/с, OA = b = 3 м. 
Вариант 11. Материальная точка 1 скользит по гладкой внутрен-

ней цилиндрической поверхности радиусом r = 0,6 м в вертикальной 

плоскости. На точку действует сила сопротивления 21 / 2 ,R mV  кото-
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рая направлена в обратную сторону от скорости V. Определить ско-
рость точки и реакцию нормального давления для 1 60 ,    если масса 
точки m = 2 кг и начальная скорость 0V  = 2 м/с. 

Вариант 15. Материальная точка 1 брошена под углом 30     

к горизонту с начальной скоростью 0V  = 19,6 м/с. Точка перемещается 
по своей траектории и попадает в мишень A, расположенную на высоте 
h =1,7 м. Определить дальность полета l точки без учета сил сопротив-
ления. 

Вариант 19. Материальная точка 1 массой m = 4 кг движется по 
окружности, расположенной в вертикальной плоскости. Радиус 
окружности R = 0,5 м. Определить, какую начальную скорость 0V  
нужно сообщить точке, чтобы реакция нормального давления в точке A 
была равна нулю. Найти величину реакции нормального давления в 
точке O. 

Вариант 23. Материальная точка 1 массой m = 4 кг движется по 
дуге окружности в вертикальной плоскости под действием силы F


 =  

= 2km  2( 1,2 м/с .)k   Определить модуль скорости точки и реакцию 

нормального давления для угла / 3,    если 0V  = 2 м/с, 0  = 0,  
R = 1 м. 

Вариант 27. Материальная точка 1 движется в горизонтальной 

плоскости под действием силы притяжения F


 = kmr


 2( 25 с ,)k   m –

масса точки. Определить уравнения движения точки, если 0x  = 0,4 м, 

0x  = 1,4 м с, 0y  = 0, 0y  = 1,4 м/с, OA = 0,5 м. 

Вариант 31. Колечку 1 сообщили начальную скорость 0V  = 8 м/с и 
оно начало скользить по горизонтальной окружности с трением, при 
этом коэффициент трения скольжения f = 0,3. Радиус окружности  
R = 1,2 м. Определить угол 1,  при котором колечко остановится. 

Вариант 35. Колечку 1 сообщили начальную скорость 0V  = 12 м/с, 
и оно начало скользить по горизонтальной окружности с трением, при 
этом коэффициент трения скольжения f = 0,2. Радиус окружности  
R = 1 м. Определить скорость колечка V = V(φ). 

Вариант 39. Материальную точку 1 бросили под углом 60    к 

горизонту (Ox) с начальной скоростью 0V  = 12 м/с. В свободном поле-
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те точка испытывает сопротивление R  = mV  10,2( , с   m – мас-
са точки). Определить уравнения движения точки ,  ( ) ( ).x x t y y t    

Вариант 43. Материальной точке 1 сообщили начальную скорость 

0V  = 1 м/с, и она начала скользить по шероховатой цилиндрической 
поверхности в вертикальной плоскости радиусом R = 1,5 м. Коэффици-
ент трения скольжения  f = 0,2. Зная массу точки m = 2 кг, определить 
скорость точки V = V(φ). 

Вариант 47. Материальную точку 1 бросили под углом 60    к 

вертикали с начальной скоростью 0V  = 8 м/с. Определить дальность 
полета  l  точки, если h = 4 м, сопротивлением воздуха пренебречь. 

Вариант 51. Материальная точка 1, перемещаясь по своей траекто-
рии в вертикальной плоскости, притягивается к центру A с силой  

F


 = kmr


 216 ( ,сk   m – масса точки). Определить уравнения движе-

ния точки ( ),  ,( )x x t y y t   если OA = b = 0,6 м, 0 0 0,x y   0x  = 2 м/с, 

0y  = 1 м/с. 
Вариант 55. Материальная точка 1 движется по гладкой горизон-

тальной поверхности xOy под действием силы F


 = kmt2 (m – масса 
точки, k = 0,5 м/с4). Определить уравнение траектории точки, если 

0V  = 2 м/с,  α = 60О. 

Пример выполнения задания 

На вертикальном участке АВ трубы 
(рис. Д1.1) на груз D массой 2m  кг дей-
ствуют сила тяжести и сила сопротивления 

2R V  , где 0,4   кг/м; расстояние от 

точки А, где 0 5V V   м/с, до точки В равно 
2,5l  м . На наклонном участке ВС на груз 

действуют сила тяжести и переменная сила 
16sin (4 )xF t , Н. Определить ( )x f t  – за-

кон движения груза на участке ВС. 
Решение 
1. Рассмотрим движение груза на участке 

АВ, считая груз материальной точкой. 

A

B

z
x

y

C

D
R

P

N
F

P 30º
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На груз действуют сила тяжести P  и сила сопротивления R . Со-
ставляем дифференциальное уравнение движения груза в проекции на 
ось Az: 

 z
kz

dV
m F

dt
  ,   или   2z

z z
dV

mV mg V
dz

  . (Д1.1) 

Учитывая, что ,zV V  и вводя обозначения 1/ 0,2 м ,k m     
2 2/ 50 м /сn mg   , уравнение (Д1.1) можно представить в виде 

 22 2 ( )
dV

V k V n
dz

   . (Д1.2) 

Разделив в уравнении (Д1.2) переменные, а затем взяв от обеих ча-
стей интегралы, получим 

 
2

2
2

VdV
kdz

V n
 


    и    2

1ln( ) 2V n kz C    . (Д1.3) 

По начальным условиям при 0z   0V V , что дает  2
1 0lnC V n  . 

Тогда 

  2 2 2
0

kzV n V n e   . (Д1.4)  

Полагая в равенстве (Д1.4) 2,5z l   м, определим скорость BV  
груза в точке В: 

 (e = 2,7): 6,4BV   м/с.  

2. Рассмотрим движение груза на участке ВС, найденная ско-
рость BV  будет для движения на этом участке начальной скоростью 
( 0 BV V ). На груз в произвольном положении действуют три силы: 

,   ,   P N F . 
Составим дифференциальное уравнение движения груза в проек-

ции на ось Bx: 

 x
x x x

dV
m P N F

dt
   ,   или   0,5 16sin (4 )xdV

m mg t
dt

  . (Д1.5) 
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Рис. Д1.1 
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Рис. Д1.2  
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Рис. Д1.3 
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Рис. Д1.4 
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Рис. Д1.5 
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Рис. Д1.6 
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Рис. Д1.7 
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Разделив переменные в (Д1.5) и проинтегрировав их, получим 

 25 2cos(4 )xV t t C   . (Д1.6) 

Учитывая, что при 0t   0x BV V V  , находим 2 BC V   
2cos0 8,4  . 

Так как x
dx

V
dt

 , то (Д1.6) представляет дифференциальное урав-

нение с разделяющими переменными. После его интегрирования полу-
чим 

 2
32,5 0,5sin(4 ) 8,4x t t t C    . (Д1.7) 

Так как при 0t   0x  , то 3 0,C   и окончательный искомый закон 
движения груза будет 

22,5 8,4 0,5sin (4 )x t t t   , м. 

 

ЗАДАНИЕ Д2 

Исследование поступательного и вращательного движения 
твердого тела 

Механическая система (схемы механизмов показаны на рис. Д2.1–
Д2.7) из состояния покоя под действием веса груза приводится в дви-
жение. Начальное положение системы показано на рис. Д2.1–Д2.7. 
Массы тел системы 1 2 3,  ,( )m m m  приведены в табл. Д2.1. Геометриче-
ские размеры тел 1 1 2 2,  ,  ,   ( )R r R r  указаны на рис. Д2.1–Д2.7. Все колеса 
считать сплошными однородными дисками большего радиуса. Коэф-
фициент трения груза о наклонную плоскость  f = 0,2. В вариантах, где 
не указан угол наклона плоскости, принять его равным 60°. На меха-
ническую систему действует пара сил сопротивления с моментом 

2 Н мСМ   . 
Считая, что нити невесомые и нерастяжимые, найти  ускорение 

груза, силу сцепления между колесами и натяжения нитей на всех 
участках с помощью дифференциальных уравнений движения всех тел  



85 

системы. В вариантах № 3, 4, 11, 14, 15, 18, 19, 20, 22, 28, 29, 31, 37, 41, 
45, 48, 49, 51, 52  принять, что соотношение сил натяжения в нитях 
равно двум.  

Т а б л и ц а  Д2.1 

Номер  
варианта 

m1 m2 m3 Номер 
варианта 

m1 m2 m3 

кг кг 

1 2 8 4 27 10 30 100 

2 4 8 12 28 2 8 14 

3 4 2 8 29 4 8 12 

4 8 2 4 30 4 2 8 

5 2 20 15 31 2 8 4 

6 15 40 100 32 0,8 4 40 

7 15 10 30 33 10 30 100 

8 0,5 6 20 34 10 30 100 

9 6 5 40 35 2 20 15 

10 6 5 50 36 15 40 100 

11 3 4 10 37 15 10 30 

12 3 5 50 38 0,5 6 20 

13 0,8 4 40 39 16 5 50 

14 10 30 100 40 3 14 10 

15 6 5 40 41 3 15 50 

16 6 5 50 42 0,8 4 40 

17 3 4 10 43 0,8 4 40 

18 3 5 50 44 10 30 100 

19 1 3 40 45 6 5 40 

20 5 4 25 46 6 5 50 

21 3 7 11 47 3 4 10 

22 7 3 11 48 3 5 50 

23 4 4 30 49 1 3 40 

24 3 2 10 50 5 4 25 

25 2 1 40 51 8 4 24 

26 4 12 30 52 0,8 4 14 
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Рис. Д2.1 
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Рис. Д2.2 
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Рис. Д2.3 
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Рис. Д2.4 
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Рис. Д2.5 
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Рис. Д2.6 
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Рис. Д2.7 

Пример выполнения задания 

Механическая система (рис. Д2.8) состоит из колес 1, 2 и груза 3.  
К колесу 1 приложена пара сил с моментом М = М(t) (движущий мо-
мент). К колесу 2 приложен момент сил сопротивления .СМ  Масса 
колеса 2 распределена по внешнему ободу, а радиус инерции колеса 1 
равен 1i . 

Определить ускорение груза 3 и натяжения нитей на всех участках 
(табл. Д2.2). 

Т а б л и ц а  Д2.2 

m1 m2 m3 R1 r1 R2 r2 i1 M, 
Н · м 

MС, 
Н · м кг см 

250 100 400 40 20 30 – 30 2575 1200 
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Рис. Д2.8 

Покажем все внешние силы (силы тяжести и реакции опор). Затем 
расчленим систему на отдельные звенья. В местах разрыва нитей внут-
ренние силы натяжения перейдут в разряд внешних с условием, что 
сумма этих сил будет равна ну-
лю, так как система внутренних 
сил для любого тела всегда 
уравновешена. Затем запишем  
дифференциальные уравнения 
движения для каждого тела 
(рис. Д2.9): 

1 1 1 1I M SR Tr    , 

2 2 2 cI SR M   , 

3 3 3m a T m g  . 

Запишем связь между кинематическими параметрами системы тел 
соотношениями:   

1
2 1

2

R

R
   ,   1

2 1
2

R

R
   ,   3 1

2
1 2

a R

r r
  ,   3

1
1

a

r
  ,   3

1
1

V

r
  . 

Запишем выражения моментов инерций дисков: 

2
1 1 1I m i ,   2

2 2 2I m R . 

. Рис Д2.9
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Перепишем систему дифференциальных уравнений с учетом полу-
ченных соотношений: 

2 3
1 1 1 1

1

a
m i M SR Tr

r
   ; 

2 3 1
2 2 2

1 2
C

a R
m R SR M

r R
  ; 

3 3 3m a T m g  . 

Решая систему относительно ускорения груза 3, получим 

2 3 1 2 1
3 2 2

2 2 2 2 1
1 1 3 2 1

1 1 2

CMR m gr R M R
a

R m R R
m i m R r

r r R

 


 
. 

Подставив числовые значения, получим  

2
3 2

cм
82,2 0,82 м/c

с
a   . 

Найдем силы натяжения нитей: 

3 3 3 400 0,82 400 10 4328T m a m g        H; 

2 3
1 1 1

1

1

4405 H.

a
M Tr m i

r
S

R
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ЗАДАНИЕ Д3 

Исследование поступательного, вращательного  
и плоского движения твердого тела 

Механическая система (рис. Д3.1) из состояния покоя под действи-
ем заданных сил приводится в движение так, что колесо В  катится без 
скольжения. Массы тел системы, действующая сила и момент сил при-
ведены в таблице исходных данных. Коэффициент трения качения ко-
леса B равен к 0,05 Bf R . При движении тела А по наклонной плоско-

сти коэффициент трения скольжения равен 0,01f  . Углы: 30 ;    

60 .    Радиусы колес: 0,6 м; 0,4 м; 0,3 м;   0,5 м;B B E DR r r R     

0,2 мDr  . Полагая, что колеса представляют собой сплошные одно-
родные диски, а нити невесомые и нерастяжимые, найти ускорение 
груза А и натяжения нитей на всех участках с помощью дифференци-
альных уравнений движения всех тел системы. 

Рекомендации при подготовке к выполнению заданий 

1. Проработать теоретический материал: дифференциальные урав-
нения поступательного, вращательного и плоскопараллельного движе-
ния механической системы. 

2. В соответствии с полученным заданием начертить схему меха-
нической системы и записать условия задачи (все параметры перевести 
в систему СИ). 

3. Расчленить систему на отдельные элементы и начертить их со 
всеми действующими силами и моментами сил. Записать дифференци-
альные уравнения движения всех элементов системы. 

4. Связав между собой ускорения всех элементов системы, выра-
зить их через ускорение одного элемента, например, груза А. Соста-
вить систему уравнений, где неизвестными будут натяжения нитей, 
ускорение одного из элементов и сила трения колеса В о наклонную 
плоскость. 
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Рис. Д3.1 (см. также с. 97–100) 
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Рис. Д3.1 (продолжение) 
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Рис. Д3.1 (продолжение) 
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Рис. Д3.1 (продолжение) 
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Рис. Д3.1 (окончание) 
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Исходные данные 

Номер 
варианта 

тА тВ тD тK тL 
М, Н · м F, Н 

кг 
1 4 3 1 – – 10 40 
2 5 4 1 – – 15 10 
3 6 5 2 – – 8 3 
4 7 6 2 – – 30 10 
5 8 7 2 – – 10 5 
6 4 2 3 – – 25 90 
7 10 7 2 – – 10 5 
8 12 10 2 – – 8 15 
9 14 12 2 – – 5 20 

10 15 14 1 – – 6 25 
11 20 18 1 – – 8 5 
12 25 10 2 – – 10 58 
13 2 5 2 – – 28 90 
14 15 20 2 – – 5 3 
15 25 15 2 – – 3 10 
16 30 20 2 – – 8 5 
17 25 18 2 – – 10 20 
18 3 2 2 – – 50 90 
19 25 26 2 – – 7 15 
20 4 3 1 – – 50 90 
21 10 20 1 15 – 9 8 
22 15 30 1 20 – 10 15 
23 25 38 2 30 – 12 5 
24 3 2 2 3 – 70 10 
25 5 2 1 4 – 80 8 
26 40 30 2 45 – 10 15 
27 35 20 1 40 – 8 10 
28 30 15 1 35 – 6 12 
29 3 2 2 4 – 100 10 
30 30 25 2 50 – 6 12 
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О к о н ч а н и е  т а б л и ц ы  

Номер 
варианта 

тА тВ тD тK тL 
М, Н · м F, Н 

кг 
31 4 3 1 2 – 10 40 
32 5 4 1 20 – 75 10 
33 6 5 2 2 – 8 3 
34 3 6 2 2 1 110 10 
35 1 3 2 2 10 – 20 
36 9 8 3 2 – 5 3 
37 10 7 2 2 1 10  
38 12 10 2 1 3  15 
39 8 6 2 3 10 100 – 
40 15 14 1 4 5 6 25 
41 20 18 1 5 – 8 5 
42 25 20 2 6 – 10 18 
43 5 5 2 7 – 58 10 
44 15 20 2 8 – 5 3 
45 25 15 2 7 – 3 10 
46 30 20 2 4 – 8 5 
47 25 18 2 5 – 10 20 
48 3 5 2 10 – 70 10 
49 25 26 2 7 – 7 15 
50 4 3 1 108 – 80 10 

 
5. Решая систему уравнений, найти неизвестные значения сил и 

ускорения всех элементов системы. После этого перейти к выполне-
нию второго пункта задания. 

Примечание. Коэффициент трения скольжения, заданный в условиях за-
дачи, относится только к грузу А, скользящему по наклонной плоскости. 

Пример выполнения задания 

Механическая система (рис. Д3.2) из неподвижного состояния под 
действием приложенных сил и пары сил с моментом М приводится в 
движение. Массы входящих в систему тел равны 2 кгAm  , 1 кгDm  , 
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5 кгВm  . На колесо В, катяще-
еся без скольжения, действуют 
сила 15 НF   под углом 30° к 
горизонту и момент 30 Н м.M    
Коэффициент трения качения 

к 0,05 Bf R . Считаем, что коле-
со представляет собой сплошные 
однородные диски. Определить ускорение груза А, натяжение нитей, 
силу трения, обеспечивающую качение колеса В без скольжения. При 
этом следует воспользоваться дифференциальными уравнениями дви-
жения элементов системы. 

Решение 
Предположим, что груз А движется вверх, шкив D  вращается по 

часовой стрелке, а колесо В катится вправо. 
Рассматривая движения каждого из элементов системы в отдельно-

сти, напишем дифференциальные уравнения движения для каждого из 
этих элементов. Для груза А, движущегося поступательно (рис. Д3.3), 
дифференциальное уравнение движения имеет вид 

 1A A Am x T m g  . (Д3.1) 

 

 
 
Для шкива D, вращающегося вокруг центра О (рис. Д3.4), диффе-

ренциальное уравнение вращения представим в форме 

 2 1D D D DJ T R T R   . (Д3.2) 

. Рис Д3.2

. Рис Д3.3 . Рис Д3.4 . Рис Д3.5
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Для колеса В (рис. Д3.5), движущегося плоскопараллельно без 
скольжения (что обусловлено наличием силы трения), дифференци-
альные уравнения движения имеют вид: 

 sin ;В С Bm x N m g F     (Д3.3) 

 2 трcos ;В Сm y F T F     (Д3.4) 

 тр.к 2 трС В B BJ М М Т r F R     . (Д3.5) 

Запишем связь между кинематическими параметрами системы тел 
соотношениями: 

 ;  ;A A A B
D B c

D B B B B

x x x R
y

R R r R r
    

 
     . (Д3.6) 

Так как движение колеса В в направлении оси х отсутствует, то 
следует принять 0,Сх   и из соотношения (Д3.3) получим значение 
силы нормального давления  

 sinBN m g F   . (Д3.7) 

Тогда момент сил трения качения, действующий на колесо В, будет 
равным 

 тр.к к к ( sin )BМ f N f m g F    . (Д3.8) 

С учетом соотношений (Д3.6) и (Д3.8) дифференциальные уравне-
ния движения всех элементов системы (Д3.1), (Д3.2), (Д3.4) и (Д3.5) 
принимают вид: 

 

1

0
2 1

2 тр

к 2 тр

,

( ) ,

cos ,

( sin ) .

A A A

A
D

D

B A B

B B

C A
B B B

B B

m x T m g

J x
T T R

R

m x R
F T F

R r

J x
M f m g F T r F R

R r

  



  




    
 


       









 (Д3.9) 
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Систему уравнений (Д3.9) можно решить относительно неизвест-
ных параметров 1 2 тр, , и .Ax T T F  Из первого уравнения получим  

 1 .A A AT m x m g   (Д3.10) 

Из второго уравнения системы (Д3.9) с учетом равенства (Д3.10) 
находим 

 0
2 2

.A
A A A

D

J x
T m x m g

R
  

   (Д3.11) 

Из третьего уравнения системы (Д3.9) с учетом соотношения 
(Д3.11) определим значение силы трения: 

 0
тр 2

cos AB A B
A A A

B B D

J xm x R
F F m x m g

R r R
     


  . (Д3.12) 

Подставив значение силы трения из уравнения (Д3.12) и натяжение 
нити из соотношения (Д3.11) в четвертое уравнение системы (Д3.9), 
получим уравнение с одним неизвестным относительно :Ax  

 к
2

0
2

( sin ) ( ) cos

( ) ( )

B A B B B
A

C B B
B B A B B

B B B BD

M f m g F m g R r F R
x

J J m R
R r m R r

R r R rR

      
 

    
 

  

 
2 2 2

2

30 0,05 0,9(5 9,81 15 0,5) 2 9,8(0,9 0,6) 15 0,866 0,9

5 0,9 1 0,3 (0,9 0,6) 5 0,9
2(0,9 0,6)

2(0,9 0,6) 0,9 0,62 0,3

          
 

   
   

 

 

 21,3 м/с .  (Д3.13) 

С учетом полученного результата из соотношений (Д3.10), (Д3.11) 
и (Д3.12) определим значения усилий натяжения нитей и силы трения: 

 1 2 1,3 2 9,8 22,3 H;A A AT m x m g        (Д3.14) 

   
2

0
2 2 2

1 0,3
1,3 2 1,3 2 9,8 22,94 Н;

2 0,3
A

A A A
D

J x
T m x m g

R


        



   (Д3.15) 
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 0
тр 2

5 1,3 0,9
cos

0,9 0,6
AB A B

A A A
B B D

J xm x R
F F m x m g

R r r

 
       

 
    

 
2

2

1 0,3 1,3
15 0,866 2 1,3 2 9,8 13,9 Н.

2 0,3

 
       


 (Д3.16) 

Чтобы колесо В катилось без скольжения, коэффициент трения 
скольжения должен быть не менее величины 

 тр 13,9
0,3.

5 9,8 15,1

F
f

N
  

 
 (Д3.17)  

Таким образом, в результате расчетов получено: 

2
1 2 тр1,3 м/с ; 22,3 Н; 22,9 Н; 13,9 HAх Т Т F    . 

 

ЗАДАНИЕ Д4  

Применение теоремы об изменении кинетической энергии  
к изучению движения механической системы, совершающей 

поступательное и вращательное движение 

Механическая система (схемы механизмов показаны на рис. Д4.1–
Д4.7) из состояния покоя под действием веса груза приводится в дви-
жение. Начальное положение системы показано на рис. Д4.1–Д4.7. 
Массы тел системы 1 2 3,  ,( )m m m  приведены в таблице. Геометриче-
ские размеры тел 1 1 2 2,  ,  ,   ( )R r R r  указаны на рисунках. Все колеса счи-
тать сплошными однородными дисками. Коэффициент трения груза о 
наклонную плоскость  f = 0,2. На колесо 1 действует пара сил сопро-
тивления с моментом СМ  = 2 Н · м. 

Используя теорему об изменении кинетической энергии механиче-
ской системы и пренебрегая массой нитей, определить скорость гру-
за 3 и скорость точки М при перемещении груза на расстояние S = 2 м.  
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Пример выполнения задания 

 
Дано: 1R  = 0,4 м; 2R  = 0,6 м; 2r  =  

= 0,2 м; 1m  = 4 кг; 2m  = 8 кг; 3m  = 10 кг; 
S = 2 м. 

Найти: 3   и MV V . 
 
Решение 
Так как система состоит из абсолют-

но твердых тел, а нити нерастяжимые, то 
это неизменяемая система с идеальными 
связями. Запишем для этой механической системы теорему об измене-

нии кинетической энергии: 0
A
kT T A   . 

Так как в начальном положении си-
стема находилась в покое, то 0Т  = 0. Для 
определения Т изобразим систему в ко-
нечном положении и покажем угловые 
скорости тел и векторы скоростей точек. 

1 2 3T T T T   . Опишем кинематиче-
ские связи: 

2

3 31 2 2 2
2 1 2

2 2 1 1 1

;
V VR R R

r R R r R


      


; 

2 2

3 32 2
1 1 1

1
M

V VR R
V R R

r R r
    . 

Колеса 1 и 2 совершают вращательное движение, а груз 3 – посту-
пательное. Следовательно, 

22
3 21 1

2 2
21 1 2 1 1 2

1 32
2

2

2 2 4

V Rm R

J r R m R
T V

r

 
      ; 
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22
32 2

2 2
22 2 2 2 2

2 32
2

2

2 2 4

Vm R

J r m R
T V

r

 
      ;   

2
3 3

3 2

m V
T  . 

Тогда 

2 2
231 2 2 2

32 2
2 2 24 4

mm R m R
T V

r r

 
   
 

. 

Найдем работу всех активных сил, приложенных к системе: 

1 2 3
A
kA A A A   . 

Покажем все активные силы, в данной задаче это силы тяжести и 
момент сил сопротивления. 

1 Cmg MA A A  . Работа веса 0mgA  , 

так как центр масс колеса неподвижен. 

2
1

2 1
CM C C

RS
A M M

r R
     . Работа силы 

тяжести второго тела равна нулю, так как 
его центр масс также неподвижен. Работа 
груза 3 равна 3 3A m gS . 

Приравниваем работу сил и кинетиче-
скую энергию: 

2 2
231 2 2 2 2

3 32 2
2 12 2 24 4

C
mm R m R RS

V m gS M
r Rr r

 
    

 
. 

Находим скорость груза 3: 

2
3

2 1
3 2 2

31 2 2 2
2 2
2 2

2,3 м/с

24 4

C
RS

m gS M
r R

V
mm R m R

r r


 

 
  

 

; 
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2

3 2 0,6
2,3 6,9 м/с

0,2M
V R

V
r

   . 

Исходные данные 

Номер 
варианта 

m1 m2 m3 Номер 
варианта 

m1 m2 m3 

кг кг 

1 2 8 4 27 10 30 100 

2 4 8 12 28 2 8 14 

3 4 2 8 29 4 8 12 

4 8 2 4 30 4 2 8 

5 2 20 15 31 2 8 4 

6 15 40 100 32 0,8 4 40 

7 15 10 30 33 10 30 100 

8 0,5 6 20 34 10 30 100 

9 6 5 40 35 2 20 15 

10 6 5 50 36 15 40 100 

11 3 4 10 37 15 10 30 

12 3 5 50 38 0,5 6 20 

13 0,8 4 40 39 16 5 50 

14 10 30 100 40 3 14 10 

15 6 5 40 41 3 15 50 

16 6 5 50 42 0,8 4 40 

17 3 4 10 43 0,8 4 40 

18 3 5 50 44 10 30 100 

19 1 3 40 45 6 5 40 

20 5 4 25 46 6 5 50 

21 3 7 11 47 3 4 10 

22 7 3 11 48 3 5 50 

23 4 4 30 49 1 3 40 

24 3 2 10 50 5 4 25 

25 2 1 40 51 8 4 24 

26 4 12 30 52 0,8 4 14 
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Рис. Д4.1 
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Рис. Д4.2 
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Рис. Д4.3 
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Рис. Д4.4 
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Рис. Д4.5 
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Рис. Д4.6 
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Рис. Д4.7 

ЗАДАНИЕ Д5 

Применение теоремы об изменении кинетической энергии  
к изучению движения механической системы, совершающей 

поступательное, вращательное и плоское движения 

Механическая система (рис. Д5.1) из состояния покоя под действи-
ем заданных сил приводится в движение так, что колесо В  катится без 
скольжения. Массы элементов системы, действующая сила и момент 
сил приведены в таблице исходных данных, масса тела Е равно нулю. 
Коэффициент трения качения колеса B равен к 0,05 Bf R . При движе-
нии тела A  по наклонной плоскости коэффициент трения скольжения 
равен 0,01f  . Углы: 30 ; 60 .       Радиусы колес: 0,6 м;BR   

0,4 м; 0,3 м; 0,5 м; 0,2 мB E D Dr r R r    . 
Полагая, что радиус инерции ступенчатых колес равен большему 

радиусу колеса, а нити невесомые и нерастяжимые, с помощью теоре-
мы об изменении кинетической энергии механической системы найти 
скорость груза А после того, как он пройдет расстояние 3,0 мAS  . 
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Рис. Д5.1 (см. также с. 118–121) 



118 

 
Рис. Д5.1 (продолжение) 
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Рис. Д5.1 (продолжение) 
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Рис. Д5.1 (продолжение) 
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Рис. Д5.1 (окончание) 
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Рекомендации при подготовке к выполнению заданий 

1. Проработать теоретический материал – теорему об изменении 
кинетической энергии механической системы.  

2. В соответствии с полученным заданием начертить схему меха-
нической системы и записать условия задачи (все параметры перевести 
в систему СИ). 

6. Записать значения кинетической энергии механической системы 
для начального и конечного положения. 

7. Определить сумму работ всех внешних сил и моментов сил, дей-
ствующих на элементы системы. 

8. Выразить значения кинетической энергии через скорость гру-
за А, а сумму работ – через расстояние, пройденное тем же грузом. 

9. Приравняв изменение кинетической энергии сумме работ внеш-
них сил и моментов сил, найти скорость груза А. 

Примечание. Коэффициент трения скольжения, заданный в условиях за-
дачи, относится только к грузу А , скользящему по наклонной плоскости. 

Исходные данные 

Номер 
варианта 

тА тВ тD mK тL 
М, н · м F, Н 

кг 
1 4 3 1 – – 10 40 
2 5 4 1 – – 15 10 
3 6 5 2 – – 8 3 
4 7 6 2 – – 30 10 
5 8 7 2 – – 10 5 
6 4 2 3 – – 25 90 
7 10 7 2 – – 10 5 
8 12 10 2 – – 8 15 
9 14 12 2 – – 5 20 

10 15 14 1 – – 6 25 
11 20 18 1 – – 8 5 
12 25 10 2 – – 10 58 
13 2 5 2 – – 28 90 
14 15 20 2 – – 5 3 
15 25 15 2 – – 3 10 
16 30 20 2 – – 8 5 
17 25 18 2 – – 10 20 
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О к о н ч а н и е  т а б л и ц ы  

Номер 
варианта 

тА тВ тD mK тL 
М, н · м F, Н 

кг 
18 3 2 2 – – 50 90 
19 25 26 2 – – 7 15 
20 4 3 1 – – 50 90 
21 10 20 1 15 – 9 8 
22 15 30 1 20 – 10 15 
23 25 38 2 30 – 12 5 
24 3 2 2 3 – 70 10 
25 5 2 1 4 – 80 8 
26 40 30 2 45 – 10 15 
27 35 20 1 40 – 8 10 
28 30 15 1 35 – 6 12 
29 3 2 2 4 – 100 10 
30 30 25 2 50 – 6 12 
31 4 3 1 2 – 10 40 
32 5 4 1 20 – 75 10 
33 6 5 2 2 – 8 3 
34 3 6 2 2 1 110 10 
35 1 3 2 2 10 – 20 
36 9 8 3 2 – 5 3 
37 10 7 2 2 1 10  
38 12 10 2 1 3  15 
39 8 6 2 3 10 100 – 
40 15 14 1 4 5 6 25 
41 20 18 1 5 – 8 5 
42 25 20 2 6 – 10 18 
43 5 5 2 7 – 58 10 
44 15 20 2 8 – 5 3 
45 25 15 2 7 – 3 10 
46 30 20 2 4 – 8 5 
47 25 18 2 5 – 10 20 
48 3 5 2 10 – 70 10 
49 25 26 2 7 – 7 15 
50 4 3 1 108 – 80 10 
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Пример выполнения задания 

Механическая система (рис. Д5.2) из неподвижного состояния под 
действием приложенных сил и пары сил с моментом М приводится в 
движение. Массы входящих в систему тел равны: 2 кгAm  ; 1 кгDm  ; 

5 кгВm  . На колесо В, катящее-
ся без скольжения, действуют си-
ла 15 НF   под углом 30° к гори-
зонту и пара сил с моментом 

30 Н м.M    Коэффициент тре-
ния качения к 0,05 Bf R . Пола-
гая, что колесо представляет со-
бой сплошные однородные диски, 

определить скорость груза А, после того как он пройдет расстояние 
1,5 м.AS   При этом следует воспользоваться теоремой об изменении 

кинетической энергии механической системы: 0,9 м;BR   0,6 м;Br   
0,3 мDR  . 

Решение 
Предположим, что груз А движется вверх, шкив D  вращается по 

часовой стрелке, а колесо В катится вправо. 
Для выполнения задания необходимо воспользоваться теоремой об 

изменении кинетической энергии системы 

 ( )
0 ,еT T A   (Д5.1) 

где 0Т  – кинетическая энергия в начальный момент времени, ког- 
да система находилась в покое и, следовательно, 0 0Т  ; 

А В DТ Т Т Т   – значение кинетической энергии системы в конечный 
момент времени, когда груз А пройдет расстояние 1,5 м;AS   

( )е
А D ВА А А А    – работа внешних сил и моментов, действующих 

на механическую систему. 
Кинетическая энергия элементов системы равна: 
– для груза А, движущегося поступательно: 

 
2

;
2

A A
А

m V
Т   (Д5.2) 

. Рис Д5.2
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– для шкива D , движущегося вращательно: 

 
2

0 ;
2

D
D

J
Т


  (Д5.3)  

– для колеса B , движущегося плоскопараллельно: 

 
2

2
B с

B
m V

Т  
2

;
2
с BJ 

 (Д5.4) 

Кинематическая связь скоростей и частот вращения элементов си-
стемы между собой выражается соотношениями 

 ; ; .A A A B
D B с R B

D B B B B

V V V R
V R

r R r R r
      

 
 (Д5.5) 

Тогда с учетом соотношений (Д5.2)–(Д5.5) полная кинетическая 
энергия системы будет равна: 

2

2
A Am V

Т  
2

0

2
DJ 


2

2
B сm V

   

2 2 2 2 2

2 2 22 2 2 ( ) 2( )
с B A D D B B B B

A
D B B B B

J V m r m R m R
m

r R r R r

 
      

  
 

 
22 2 2

2
2 2

1 5 0,9 5 0,9
2 2,6

2 2 (0,9 0,6) 2(0,9 0,6)
A

A
V

V
  

     
  

. (Д5.6) 

Полагая, что груз А движется вверх, а колесо В – вправо, вычислим 
работу внешних сил и моментов. 

Работа силы тяжести груза А равна  

 A A AA m gS  . (Д5.7) 

Работа силы тяжести шкива D равна нулю: 

 0DA  . (Д5.8) 
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Работа сил, приложенных к колесу В, равна  

 тр.к cosB B В cA M М S F      . (Д5.9)  

Кинематическую связь между перемещениями элементов системы 
можно выразить соотношениями: 

 ;A B A
c B

B B B B

S R S
S

R r R r
  

 
. (Д5.10)  

Работа внешних сил и моментов, действующих на систему, с уче-
том равенств (Д5.7)–(Д5.10) равна: 

тр.к( ) cosе
A A B В B cA m g S M М S F            

к ( sin )
cosB B B

A A
B B B B

M f R m g F R
S m g F

R r R r

   
        

 

30 0,05 0,9(5 9,8 15 0,5)
1,5 2 9,81

0,9 0,6

         
 

 
0,9

15 0,866 10,4 Н м.
0,9 0,6

      
 (Д5.11) 

Приравняв изменение кинетической энергии сумме работ внешних 
сил и моментов, получим значение скорости груза А в момент времени, 
когда он пройдет путь 1,5 мAS  . 

 2 10,39
2,6 10,4; 2,0 м/с.

2,6A AV V    (Д5.12) 

Таким образом, в результате расчетов получено 2,0 м/с.AV   
Так как скорость имеет положительный знак, следовательно, 

направление движения груза А выбрано правильно. В случае, если 
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подкоренное выражение (Д5.12) будет отрицательно, это означает, что 
реальное направление движения груза будет противоположным. Тогда 
следует изменить направление движения тел механической системы и 
пересчитать сумму работ активных сил с учетом изменившихся знаков. 

 

ЗАДАНИЕ Д6 

Применение принципа Даламбера  
к определению реакций связей 

На механическую систему действует пара сил с движущим момен-
том М (или движущая сила Р) и момент сил сопротивления сМ . Пере-
дача вращения осуществляется за счет сил трения. Колеса движутся 
без проскальзывания. Известны массы всех звеньев системы, а также 
большие  R  и малые  r  радиусы окружностей всех колес. Колеса счи-
тать сплошными однородными дисками. Необходимо определить ре-
акции в шарнирах механизма в момент времени 1.t  В условии задано: 
либо величина движущего момента (движущей силы), либо закон дви-
жения ведущего звена. В вариантах № 2, 8, 16, 23, 28, 31, 39, 49 меха-
низм расположен в горизонтальной плоскости, в остальных вариан-
тах – в вертикальной плоскости (рис. Д6.1–Д6.10). 

В вариантах 3, 13, 22, 26, 36, 37, 42 угол между линией, проходя-
щей через центры колес, и горизонтальной линией составляет 30°.  

В вариантах 2, 25, 28, 31, 47, 49 угол между водилом ОА и горизон-
тальной линией составляет 45° в момент времени, указанный в зада-
нии. 

В варианте 41 угол между нитью и вертикальной линией принять 
равным 30°. 

При решении задания следует учесть рекомендации, приведенные в 
книге: Милосердин Ю.В., Семенов Б.Д., Кречко Ю.А. Расчет и констру-
ирование приборов и установок. – М.: Машиностроение, 1983. – 486 с., 
что для передачи движения без пробуксовки должно выполняться 
условие тр /N cF f . Здесь N – нормальное давление; c – коэффициент 

запаса сцепления, 1,25 3c  . Примем с = 2. 
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Рис. Д6.1 
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Рис. Д6.2 



130 

 
Рис. Д6.3 
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Рис. Д6.4 
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Рис. Д6.5 



133 

 

Рис. Д6.6 
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Рис. Д6.7 
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Рис. Д6.8  
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Рис. Д6.9  
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Рис. Д6.10 
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Пример 1 
Дано: 1 0,2 м;R   2 0,3 м;R   АС = 0,15 м; 2 Н м;сМ    

10 Н м;М     1 10 кг;OAm m    1 2 c.t    
Дифференциальный механизм движется в 

горизонтальной плоскости под действием пары 
сил с моментом М, приложенным к водилу ОА, 
и технологической пары сил с моментом со-
противления cМ , приложенного к колесу 1.  

Определить реакции в шарнирах О и А в 
момент времени 1t  после начала движения из 
состояния покоя. Сопротивлением трения ка-
чения пренебречь. 

Решение 
Воспользуемся принципом Даламбера. Рас-

смотрим по отдельности звенья ОА и 1. Присо-
единим ко всем активным силам и реакциям 
опор силы инерции.  

Составим уравнения равновесия. 

и0: 0X AX OXF R F R     ;     (Д6.1) 

и0: 0Y AY n OYF R F R     ;       (Д6.2) 

и
1 20: ( )O AXM M M R R R       

и 1 2( )
0

2

R R
F


  ;                 (Д6.3) 

 и
1 тр0: 0X AXF R F F      ; (Д6.4) 

 и
10: 0Y AY nF N R F     ; (Д6.5) 

 и
1 тр 10: 0A сM M M F R     . (Д6.6) 
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В соответствии с рекомендациями рабо-
ты [9] для передачи движения без пробук-
совки должно выполняться условие 

тр /N cF f . Здесь c – коэффициент запаса 

сцепления 1,25 3c  . Примем с = 2. 
Умножим уравнение (Д6.4) на 1R  и сло-

жим с уравнением (Д6.6): 

1 1 1 1 0и и
с AXM M R R F R    . 

Затем полученное уравнение умножим на 1 2( )R R , а уравнение 
(Д6.3) – на 1R  и сложим эти уравнения: 

и и
1 1 2 1 2 1 1 1 2

и и 1 2
1 1 1

( ) ( ) ( )

( )
0,

2

cM R R M R R F R R R

R R
M R MR F R





     


  

 

или  

 
ии

и и 1 1
1 1 1 1

1 2 1 22 c
FM R MR

M F R R M
R R R R


     

 
. (Д6.7) 

Учитывая, что колесо 1 совершает плоское движение, и то, что в 
точке соприкосновения колес находится мгновенный центр скоростей, 
определим скорость шарнира А: 1 1AV R  . Тогда угловая скорость во-

дила ОА 
1 2( )

AV

R R



, угловое ускорение 1 1

1 2( )

R

R R


   


 . 

Учтем, что 
2

и 1
1 1 1 12

mR
M J    , 

2
и 1 2( )

12ОА
m R R

M J


    , 

и 1 2

2

R R
F ma m 


    и и

1 1 1 1 2( )F ma m R R     . 

Подставляем полученные соотношения в уравнение (Д6.7) и нахо-
дим угловое ускорение: 

2 2
1 1 1 1

1 1 1 1 1 2 1 2
1 2

( )
4( )

OA
R R

J m R R R J m
R R
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1 2 1 1 2( ) / ( )cM R R MR R R     ; 

1 1 2
1 2 2

1 1
1 1 1 2 1 2

1 2

/ ( )

( )
4( )

c

OA

M MR R R

R mR
J m R R R J

R R

  
 

   


; 

1 1 2
1 2 2 2 2

1 1 2 1 1
1 1 2 1 2

1 2

/ ( )

( )
( )

2 12 4( )

cM MR R R

mR m R R R mR
m R R R

R R

  
 


   



; 

2
1

2 10 0,2 / 0,5 2
1,5 с

10 0,04 10 0,25 0,04 10 0,04 1,3310 0,5 0,2
2 12 0,25 4

  
   

  
    

. 

Определим угловую скорость колеса в момент времени 2 с: 
1

1 1 1,5 2 3 ct       . 
Определим скорость шарнира А:  1 1 3 0,2 0,6 м/cAV R     . 

Тогда угловая скорость водила ОА  1

1 2

0,6
1,2  c

( ) 0,5
AV

R R
   


, 

угловое ускорение 21 1

1 2

1,5 0,2
0,6 c

( ) 0,5

R

R R
 

     


 . 

Определим все силы инерции и подставим их в уравнения равно-
весия: 

и 1 2 10 0,6 0,25 1,5 Н
2

R R
F ma m 


       ; 

и
1 1 1 1 2( ) 10 1,5 0,5 7,5 НF ma m R R         ; 

и 2 1 2 10 1,44 0,25 3,6 Н
2n

R R
F m


      ; 

и 2
1 1 1 2( ) 10 9 0,5 45 НnF m R R       ; 
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2
и 1
1 1 1 1

10 0,04
1,5 0,3 Н м

2 2

mR
M J


       ; 

2
и 1 2( ) 10 0,25

0,36 0,75 Н м
12 12ОА

m R R
M J

 
       . 

Решая систему уравнений равновесия, получим: 
и
1

тр
1

0,3 2
11,5 Н

0,2
cM M

F
R

 
   ;   тр 2 11,5 23 НN cF    ; 

и
тр 1 45 11,5 56,5  НAXR F F         ; 

и
1 7,5 23 30,5 НAY nR F N     ; 

и 56,5 1,5 57 НOX AXR R F     ; 

и 30,5 3,6 26,9 НOY AY nR R F       . 

Пример 2 
Вертикальный вал, закрепленный подпятником А и подшипником Е, 

вращается с постоянной угловой скоростью . Ломаный однородный 
стержень массой  m  и длиной  10b,  состоящий из частей 1, 2 и 3,  
прикреплен к валу шарниром  В  и невесомым стержнем 4. 

Дано:  m = 10 кг;   = 8 с–1;  b = 0,2 м. 
Определить:  реакции шарнира  В  и стержня 4. 

Решение 
Изображаем вал и прикрепленный к нему ломаный стержень в со-

ответствии с заданными углами. Массы и веса частей 1, 2 и 3 этого 
стержня, так как они пропорциональны длинам частей, а длина всего 
стержня равна  10b  (см. рисунок, а), соответственно равны: 

 
1 2 3

1 2 3

0,6 ,  0,3 , 0,1 ;

0,6 , 0,3 ,  0,1 .

m m m m m m

P mg P mg P mg

  

  
 (Д6.8) 

Для определения искомых реакций рассмотрим движение ломаного 
стержня и применим принцип Даламбера. Проведем вращающиеся 
вместе с валом координатные оси  Bxy  так, чтобы стержень лежал в 
плоскости  xy,  и изобразим действующие на него внешние силы: силы 
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тяжести 1 2 3,  ,  , P P P  составляющие ,   B BX Y  реакции шарнира  B  и ре-
акцию  N  стержня 4. 

 

 
 
Присоединим к этим силам силы инерции элементов стержня. Так 

как вал вращается равномерно, то элементы стержня имеют только 
нормальные ускорения , nk  направленные к оси вращения,  а числен-

но 2 , nk kh    где kh  – расстояния элементов от оси вращения; чис-

ленно и 2 , k kF m h    где m – масса элемента. Поскольку все и
kF  ока-

зались пропорциональными , kh  то эпюры этих параллельных сил об-
разуют для частей 1 и 2 треугольники, а для части 3 – прямоугольник 
(см. рисунок, б). 

Каждую из полученных систем параллельных сил инерции заме-
ним равнодействующей, равной главному вектору этих сил. Так как 
модуль главного вектора сил инерции любого тела имеет значение 

и ,CR m   где  m – масса тела, C  – ускорение его центра масс, то для 
частей стержня соответственно получим 

 и и и
1 1 1 2 2 2 3 3 3, , .C C CR m R m R m        (Д6.9) 

Но центры масс частей стержня, как и его элементы, имеют только нор-

мальные ускорения, равные: 2
1 1,C Сh    2

2 2 ,   C Сh    2
3 3,C Сh    

где  1 2 33 sin 30 ,  1,5 sin30 , 3 sin 30С С Сh b h b h b       – расстояния 
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центров масс частей от оси вращения. В результате из равенств (Д6.8) 
и (Д6.9), учитывая, что  b = 0,2 м,  получим: 

и 2
1 0,6 3 sin30 115,2 H;R m b     

 и 2
2 0,3 1,5 sin30 28,8 H;R m b     (Д6.10) 

и 2
3 0,1 3 sin30 19,2 H.R m b     

При этом линии действия равнодействующих и и
1 2 и  R R  пройдут 

через центры тяжести соответствующих треугольников, т. е. на рассто-

яниях 1 2и  Н Н  от оси  x,  а равнодействующая и
3R  приложена в сере-

дине части 3 и проходит на расстоянии 3H  от оси  x,  где 

1 2 / 3 6 cos30 0,69 м;H b     

 2 2 / 3 3 cos30 0,35 м;H b    (Д6.11) 

3 3 cos30 / 2 0,62 м.H b b      

Согласно принципу Даламбера, приложенные внешние силы и си-
лы инерции образуют уравновешенную систему сил. Составив для 
этой плоской системы сил три уравнения равновесия, получим 

и и и
1 2 30,  – 0;kx BF X R R R N      

1 2 30,  – – – 0;ky BF Y P P P   

и
1 1 1 20,  3 sin 30 – 1,5 sin30( )B km F P b R H P b       

и и
2 2 3 3 3– 3 sin 30 – 6 cos30 0.R H P b R H N b       

Подставив сюда значения соответствующих величин из равенств 
(Д6.8), (Д6.9) и (Д6.11) и решив затем эту систему уравнений, найдем 
искомые реакции. 

Ответ: – 40,4 H;  98,1 H; 107,6 H.B BX Y N     
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ЗАДАНИЕ Д7 

Применение уравнения Лагранжа II рода  
к изучению движения механической системы  

с одной степенью свободы 

Механическая система из состояния покоя под действием веса гру-
за приводится в движение. Начальное положение системы и геометри-
ческие размеры тел 1 1 2 2,  ,  ( ),R r R r  показаны на рис. Д7.1–Д7.7. 

Массы элементов системы 1 2 3,  ,( ) m m m  приведены в таблице ис-
ходных данных. Все колеса считать сплошными однородными диска-
ми. Коэффициент трения груза о наклонную плоскость  f = 0,2.  На ме-
ханическую систему действует пара сил сопротивления с моментом 

2 Н м.сМ     
Используя уравнения Лагранжа II рода и пренебрегая массой ни-

тей, определить ускорение груза 3.  

Пример выполнения задания 

Дано: 1 0,4 м;R   2 0,6 м;R   2 0,2 м;r   1 4 кг;m   2 8 кг;m   

3 10 кг;m   S = 2 м. 
Найти ускорение груза 3.a  

Решение 
Механическая система имеет одну 

степень свободы. Запишем для этой меха-
нической системы уравнение Лагранжа 
II рода: 

d T T
Q

dt q q

       
. 

В качестве обобщенной координаты примем координату груза S. 
Тогда обобщенная скорость будет S . Выразим угловые скорости тел, 
входящих в систему, через обобщенную скорость 3V S  : 

2

3 31 2 2 2
2 1 2

2 2 1 1 1

;  
V VR R R

r R R r R


      


, 
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или  

2

2
2 1

2 1

;
RS S

r r R
   

 
  . 

Кинетическая энергия системы 1 2 3T T T T   . 
Колеса 1 и 2 совершают вращательное движение, а груз 3 – посту-

пательное. Следовательно, 
22

1 1 2
2 2

22 11 1 1 2
1 2

2

2

2 2 4

m R SR

r RJ m R
T S

r

 
     


  ; 

22
2 2

2 2
22 2 2 2 2

2 2
2

2

2 2 4

m R S
J r m R

T S
r

 
     


  ;  

2
3

3 2

m S
T 


. 

Тогда   
2 2

231 2 2 2
2 2
2 2 24 4

mm R m R
T S

r r

 
   
 

 . 

Обобщенные силы можно определить из элементарной  работы сил  
на возможном перемещении системы. 

Найдем элементарную работу всех активных сил, приложенных к 
системе: 

1 2 3
A
k iA Q S A A A          . 

Покажем все активные силы: в данной задаче – это силы тяжести и 
момент сил сопротивления. 

1 cmg MA A A     . Работа веса 0mgA  , так как центр масс ко-

леса неподвижен. 2
1

2 1
cM с с

RS
A M M

r R


      , следовательно, 

2
1

2 1
с

R
Q M

r R
  . 
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Работа силы тяжести второго тела рав-
на нулю, так как его центр масс также 
неподвижен. Элементарная работа груза 3 
равна: 3 3A m g S   . Следовательно, 

3 3Q m g . Тогда 2
3

2 1
с

R
Q m g M

r R
  . 

Дифференцируем кинетическую энер-
гию: 

2 2 2 2
31 2 2 2 1 2 2 2

32 2 2 2
2 2 2 2

2
24 4 2 2

mm R m R m R m RT
S m S

S r r r r

   
            

 
 , 

2 2
1 2 2 2

32 2
2 22 2

m R m Rd T
m S

dt S r r

          


 ,    0
T

S

    
. 

Таким образом, получаем уравнение Лагранжа II рода: 

2 2
1 2 2 2 2

3 32 2
2 12 22 2

с
m R m R R

m S m g M
r Rr r

 
    

 
 . 

Откуда  

2
3

22 1
2 2

1 2 2 2
32 2

2 2

0,6
100 2

850,2 0,4
1,3 м/с .

4 0,36 8 0,36 6410
2 0,04 2 0,042 2

c
R

m g M
r R

S
m R m R

m
r r
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Исходные данные 

Номер  
варианта 

m1 m2 m3 Номер  
варианта 

m1 m2 m3 

кг кг 

1 2 8 4 27 10 30 100 

2 4 8 12 28 2 8 14 

3 4 2 8 29 4 8 12 

4 8 2 4 30 4 2 8 

5 2 20 15 31 2 8 4 

6 15 40 100 32 0,8 4 40 

7 15 10 30 33 10 30 100 

8 0,5 6 20 34 10 30 100 

9 6 5 40 35 2 20 15 

10 6 5 50 36 15 40 100 

11 3 4 10 37 15 10 30 

12 3 5 50 38 0,5 6 20 

13 0,8 4 40 39 16 5 50 

14 10 30 100 40 3 14 10 

15 6 5 40 41 3 15 50 

16 6 5 50 42 0,8 4 40 

17 3 4 10 43 0,8 4 40 

18 3 5 50 44 10 30 100 

19 1 3 40 45 6 5 40 

20 5 4 25 46 6 5 50 

21 3 7 11 47 3 4 10 

22 7 3 11 48 3 5 50 

23 4 4 30 49 1 3 40 

24 3 2 10 50 5 4 25 

25 2 1 40 51 8 4 24 

26 4 12 30 52 0,8 4 14 
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Рис. Д7.1 
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Рис. Д7.2 
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Рис. Д7.3 
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Рис. Д7.4 
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Рис. Д7.5 
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Рис. Д7.6 
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Рис. Д7.7 

ЗАДАНИЕ Д8 

Применение уравнения Лагранжа II рода к изучению  
движения механической системы с двумя степенями свободы 

Варианты механических систем представлены на рис. Д8.1–Д8.9. 
Шкивы и катки считать абсолютно жесткими, нити – нерастяжимыми. 
Проскальзывание катков в точках опоры отсутствует. Нить в точке В 
пропущена через кольцо пренебрежимо малых размеров. Трение в 
кольце и в осях шкивов не учитывать. Груз A массой 1m  точечный, 
груз K массой 4m  и груз G двигаются поступательно. Активными си-
лами являются заданные вес и пара сил с моментом М, определяемым 
из условия равновесия системы. Катки, шкивы, блоки, для которых 
радиус инерции не указан, считать однородными дисками. Исходные 
данные к заданию Д8 указаны в таблице.  

1. Найти из условия равновесия системы момент М. 
2. Составить дифференциальные уравнения движения системы. 



155 

Пример выполнения задания 

В механической системе точечный груз A массой 1m  прикреплен к 
нити, пропущенной через кольцо В. Каток D массой 2m  движется без 
скольжения. Нити – нерастяжимые, невесомые. Трение в кольце, в оси 
шкива E массой 3m  и между наклонной плоскостью и грузом K мас-
сой 4m  не учитывается. 

В качестве обобщенных коор-
динат выбираем угол 1  отклоне-
ния нити АВ от вертикали и коор-
динату x центра С катка D, отсчи-
тываемую от его начального поло-
жения. 

Дано: 1 103 кг;  m   2 63 кг;  m   

3 27 кг;m   4 107 кг;m   0 1,31 м;l   

2 0,27 м;R   2 0,114 м;r   3 0,15 м;R   3 0,1 м;r   2 0,1 м;   3 0,1 м.    
Требуется:  
1) составить дифференциальные уравнения движения системы в 

форме уравнений Лагранжа II рода; 
2) найти из условия равновесия системы в обобщенных координа-

тах момент М. 
Составим дифференциальные уравнения Лагранжа II рода: 

1
1 1

d T T
Q

dt 
  

    
;   x

d T T
Q

dt x x

       
. 

Найдем выражение кинетической энергии системы как функции 
обобщенных координат и скоростей: 

1 2 3 4T T T T T    . 
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Рис. Д8.1 
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Рис. Д8.2 
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Рис. Д8.3 
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Рис. Д8.4 
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Рис. Д8.5 
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Рис. Д8.6 
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Рис. Д8.7 
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Рис. Д8.8 
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Рис. Д8.9 
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Исходные данные  

Н
ом

ер
 

ва
ри
ан
та

 т1 т2 т3 m4 

R2 r2 ρ2 R3 r3 ρ3 l0 

кг 

1 4 3 1 10 0,3   0,24 0,12 0,1 1,01 
2 5 4 1 12 0,2   0,27 0,09 0,12 1,02 
3 6 5 2 14 0,2      1,03 
4 7 6 2 18 0,1   0,15 0,05 0,10 1,04 
5 8 7 2 20 0,2 0,12 0,12 0,2 0,10 0,11 1,05 
6 9 8 3 5 0,3 0,15 0,16 0,14   1,06 
7 10 7 2 20 0,1   0,12 0,10 0,09 1,07 
8 12 10 2 15 0,2 0,12 0,11 0,22 0,12 0,13 1,08 
9 14 12 2 20 0,3 0,15 0,14 0,14   1,09 

10 15 14 1 22 0,3 0,12 0,13 0,10   1,10 
11 20 18 1 23 0,2 0,11 0,12  0,04 0,09 1,11 
12 25 20 2 24 0,3 0,14 0,16 0,14   1,12 
13 20 5 2 25 0,2 0,12 0,11 0,12 0,08 0,08 1,13 
14 15 20 2 26 0,3 0,10 0,12 0,18 0,10 0,11 1,14 
15 25 15 2 27 0,2 0,12 0,14 0,12   1,15 
16 30 20 2 28 0,2 0,10 0,12 0,14   1,16 
17 25 18 2 8 0,3 0,15 0,18 0,14   1,17 
18 30 15 2 9 0,2 0,16 0,21 0,16 0,08 0,09 1,18 
19 25 26 2 10 0,1   0,18 0,08 0,10 1,19 
20 24 30 1 12 0,3 0,16 0,20 0,15 0,12 0,10 1,20 
21 10 20 1 15 0,2 0,16 0,21 0,15   1,21 
22 15 30 1 20 0,2 0,18 0,22 0,12 0,08 0,09 1,22 
23 25 38 2 30 0,1 0,12 0,20    1,23 
24 30 22 2 35 0,2 0,20 0,22 0,22 0,18 0,12 1,24 
25 35 28 1 40 0,3 0,15 0,14 0,14   1,25 
26 40 30 2 45 0,2 0,14 0,13 0,18 0,06 0,06 1,26 
27 35 20 1 40 0,3 0,14 0,14 0,16 0,12 0,10 1,27 
28 30 15 1 35 0,3 0,10 0,16 0,14   1,28 
29 35 20 2 40 0,2 0,12 0,18    1,29 
30 30 25 2 50 0,3 0,16 0,12 0,18   1,30 
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О к о н ч а н и е  т а б л . Д8.1 

Н
ом

ер
 

ва
ри
ан
та

 т1 т2 т3 m4 

R2 r2 ρ2 R3 r3 ρ3 l0 

кг 

31 4 3 1 10 0,2   0,14 0,08 0,09 1,11 
32 5 4 1 12 0,3  0,16 0,12 0,08 0,08 1,12 
33 6 5 2 14 0,2      1,13 
34 7 6 2 18 0,3 0,10 0,12 0,18   1,14 
35 8 7 2 20 0,2 0,12 0,14 0,18 0,12 0,12 1,15 
36 9 8 3 5 0,2 0,10 0,12 0,22   1,16 
37 10 7 2 20 0,3   0,14 0,08 0,09 1,17 
38 12 10 2 15 0,2 0,12 0,16 0,16 0,08 0,09 1,18 
39 14 12 2 20 0,1 0,14 0,16 0,18   1,19 
40 15 14 1 22 0,3 0,16 0,20 0,15   1,20 
41 20 18 1 23 0,2 0,16 0,21  0,04 0,10 1,21 
42 25 20 2 24 0,2 0,18 0,22 0,12   1,22 
43 20 100 2 25 0,12 0,10 0,12 0,08 0,06 0,07 1,23 
44 15 20 2 26 0,2 0,20 0,22 0,22 0,18 0,12 1,24 
45 25 15 2 27 0,3 0,15 0,14    1,25 
46 30 20 2 28 0,2 0,14 0,13 0,18   1,26 
47 25 18 2 8 0,3 0,14 0,14 0,15  0,10 1,27 
48 30 15 2 9 0,3 0,10 0,16    1,28 
49 25 26 2 10 0,2  0,18    1,29 
50 24 30 1 12 0,3 0,16 0,12 0,12 0,08 0,09 1,30 
51 10 20 1 15 0,3   0,24 0,12 0,1 1,01 

 

Кинетическая энергия груза А равна 
2

1
1 2

Am V
T  . Груз А совершает 

сложное движение. Относительная скорость от
1AV AB  , переносная 

скорость sV  находится из условия плоскопараллельного движения кат-

ка 2 (точка Р – мгновенный центр скоростей), 
2 2 2

с sV V

r R r



. Полагая, 
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что cV x  , получим  2 2

2

( )
s

x R r
V

r





. Тогда абсолютная скорость груза 

   
2 2222 от 2 22 2

12
2

( )
A s A

x R r
V V V AB

r


    

  , а кинетическая энергия 

2 2
2 22 2

1 12
2

1

( )

2

x R r
m AB

r
T

 
  

 

 
.   

Длина нити АВ непрерывно изменяется. Определим текущее значе-
ние нити как 0 .АВ l l   Так как система голономная, то соотношение 
перемещений будет такое же, как и соотношение скоростей: 

2 2 2

x l

r R r



, откуда 2 2

2

( )x R r
l

r


 .  

Тогда окончательный вид записи кинетической энергии:  

22 2
22 2 2 2

1 1 02
22

1

( ) ( )

2

x R r x R r
m l

rr
T

       
   

 

. 

Кинетическая энергия катка 2, совершающего плоскопараллельное 
движение:  

2
2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 2

2

1
2 2 2 2 2

c

x
m

m V J m x r m x
T

r


  

      
 


 

. 

Кинетическая энергия шкива 3, совершающего вращательное дви-
жение: 

2
2

3 32 2 2
3 3 3 3 3

3 2
32 2 2

cV
m

J R m x
T

R

 
      


. 
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Кинетическая энергия груза K, совершающего поступательное 
движение: 

2
4

4 2
Km V

T  . Так как 3
3

c
K

V
V r

R
 , то 

2 2
4 3

4 2
32

m x r
T

R



. 

Тогда 

22 2
22 2 2 2

1 1 02
22

2 2 2 22 2
3 3 4 32 2

2 2 2
2 3 3

( ) ( )

2

1 .
2 2 2

x R r x R r
m l

rr
T

m x m x rm x

r R R

       
    

  
    

 

 

 

 

Проведем дифференцирование полученного выражения: 

1

0
T




;  
2

01 1 2 2 2 2
12

2 22

( ) ( )
140,9 12 11,5

lm R r x R rT
x

x r rr

   
       

  ;  

2 22 2
3 3 4 32 2 2

1 22 2 2 2
2 2 3 3

( )
1

m x m xrx R rT
m m x

x r r R R

   
       

  


, 

или  

2 22 2
3 3 4 32 2 2

1 22 2 2 2
2 2 3 3

( )
1 363,8

m m rR rT
x m m x

x r r R R

    
          
 


; 

2
22 2

1 1 0 1 1 1
1 2

( )
175,1 282,22 192,6

x R rT
m l x x

r

  
           

   


; 

363,8
d T

x
dt x

    



; 

2
1 1 1 1 1

1

175,1 282,22 282,22 192,6 385,22
d T

x x x x
dt

 
           

     


,  
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или 

2
1 1 1 1

1

175,1 282,22 192,6 103
d T

x x x
dt

 
         

    


. 

Для определения обобщенной силы Q   зафик-

сируем обобщенную координату x, а обобщенной 
координате 1  дадим возможное перемещение .  
Все тела, кроме точечного груза 1, будут непо-
движны. На груз A действует только одна активная 
сила – сила тяжести. Определим работу силы тяже-
сти 1 :m g   

1 1 1A m g h    ; 1 1 1 0 1 1sin ( )sinh AB l l        , 

или 

2 2
1 0 1 1

2

( )
sin

x R r
A l

r

 
      

 
. 

Тогда обобщенная сила  

1
2 2

0 1
2

( )
sin

x R r
Q l

r
 

    
 

. 

Для определения обобщенной силы xQ  зафиксируем обобщенную 
координату 1,  а обобщенной координате x дадим возможное пере-
мещение δx. Система переместится в соответствии с рисунком (см. 
ниже). Определим работу активных сил системы. Сила тяжести катка 2 
работу совершать не будет, так как каток движется по горизонтальной 
линии. Не будет совершать работу и вес блока 3, так как его центр тя-
жести неподвижен. Работу будут совершать силы тяжести тела 1 и те-
ла 4, а также момент М. 

Определим возможную работу системы 1 4MA A A A       , где  

2 2
1 1 1 1

2

( )
cos cosA

R r
A m g S m g x

r


         ; 2

2
M

x
A M M

r


      ; 

0 3
4 4 4 4 4 4

3

sin30 sin 30
r

A m g h m g S m g x
R

        ; 
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32 2
1 1 4

2 2 3

( ) 1
cos sin 30

rR r
A m g M m g x

r r R

 
        

 
. 

 

 
 

Тогда обобщенная сила xQ : 

2 2
1 1

2

3
4

2 3

( )
cos

1
sin 30 .

x
R r

Q m g
r

r
M m g

r R


   

  

 

Запишем условие равновесия системы в обобщенных координатах: 

1
0; 0xQ Q   . Из первого равенства следует, что 1 0;   из второ-

го: 3 2 2
4 1 1 2

3 2

( )
sin 30 cos

r R r
M m g m g r

R r

 
    
 

. Подставив числовые 

значения, получим М = –120 Н. Знак минус говорит о том, что для рав-
новесия системы момент должен быть направлен в противоположную 
сторону. 

Запишем уравнения Лагранжа II рода: 

1 1363,8 140,9 (12 11,5) 160,7cos 1049,3x x       ; 
2

1 1 1 1 1175,1 282,22 192,6 103 (1,37 1,31)sinx x x x              . 
Если зададим начальные условия, то полученную систему обыкно-

венных дифференциальных уравнений можно решить с помощью 
стандартных программ, например, методом Рунге–Кутта. 
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