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ВВЕДЕНИЕ 

 

Теоретическая механика – наука об общих законах движения 

материальных тел и возникающих при этом взаимодействиях между 

ними. 

Материальные тела в окружающем нас мире находятся в непре-

рывном движении. Одной из наиболее распространенных форм дви-

жения материи является механическое движение, т. е. перемещение 

тел в пространстве с течением времени. Механическое движение вза-

имосвязано с другими формами движения материи: химической, био-

логической, тепловой, внутриатомной и т. д. 

Весьма сложными объектами с точки зрения механики являются 

горные предприятия. Горное производство насыщено мощными меха-

низмами, оптимальные конструктивные параметры которых необхо-

димо рассчитывать. Сложные механические процессы протекают в 

основном объекте воздействия – массиве горных пород. 

В теоретической механике исследуется движение идеализирован-

ных объектов: материальной точки, системы материальных точек, аб-

солютно твердого тела. В природе таких идеализированных объектов, 

конечно же, не существует. Однако такое абстрагирование реальных 

физических объектов позволяет выявить наиболее общие законы ме-

ханического движения тел независимо от их физических свойств. По-

этому теоретическую механику можно рассматривать как основу об-

щей механики, включающую в себя все остальные механические дис-

циплины: механику твердого деформируемого тела, гидродинамику, 

строительную механику, теорию машин и механизмов и так далее. 

Механика является одной из древнейших наук, возникшей из по-

требностей практики. Развитие механики проходило в тесной связи с 

развитием математики. Законы классической механики Ньютона не 

абсолютны. Для материальных тел, скорости которых близки к скоро-

сти света, следует применять механику специальной теории относи-

тельности. Движение элементарных частиц на уровне строения атома 

изучается в квантовой механике. 

Теоретическая механика делится на три части: статику, кинема-

тику и динамику. В статике устанавливаются условия равновесия 

тел, в кинематике рассматривается только геометрия движения, в ди-

намике наиболее полно изучается движение тел с учетом побуждаю-

щих его причин – сил.  
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С Т А Т И К А 

 

ГЛАВА 1. ОСНОВЫ СТАТИКИ 

 

1.1. Основные понятия и определения 
 

Статика – раздел теоретической механики, занимающийся 

изучением условий равновесия материальных тел. 

Материальное тело, размеры которого в конкретных условиях 

можно не учитывать, называется материальной точкой. 

В теоретической механике рассматривают, как правило, абсо-

лютно твердые тела. 

Абсолютно твердым телом называется такое тело, расстоя-

ния, между любыми точками которого остаются неизменными. 

Твердое тело может находиться в состоянии покоя или опре-

деленного движения. Каждое из этих состояний условимся называть 

кинематическим состоянием. Вид кинематического состояния те-

ла зависит от характера его взаимодействия с другими телами. 

Мера механического взаимодействия тел, определяющая  

интенсивность и направление этого взаимодействия, называется  

силой. 

Согласно определению сила является векторной величиной и 

характеризуется тремя элементами: численным значением (моду-

лем), направлением и точкой приложения. Размерность силы 

  HF  . 

Системой сил называется совокупность нескольких сил 

nFFF ...,,, 21 , действующих на тело. 

Системы сил, под действием каждой из которых твердое тело 

находится в одинаковом кинематическом состоянии, называются 

эквивалентными. 

Сила ,R  эквивалентная некоторой системе сил, называется 

равнодействующей этой системы сил. 

Сила yF , равная по модулю равнодействующей и направлен-

ная по линии ее действия в противоположную сторону, называется 

уравновешивающей силой. 

Система сил, которая будучи приложенной к твердому телу, 

находящемуся в покое, не выводит его из этого состояния, называ-

ется системой уравновешивающихся сил. 
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Силы, действующие на твердое тело или на систему тел со 

стороны других тел, называются внешними. Силы взаимодействия 

между частицами твердого тела или между телами данной системы 

называются внутренними. 

 

1.2. Аксиомы статики 
 

1. Аксиома равновесия двух сил.  Абсолютно твердое тело 

находится в равновесии под действи-

ем двух сил тогда и только тогда, ко-

гда эти силы равны по модулю и 

направлены по одной прямой в про-

тивоположные стороны (рис. 1.1). 

2. Аксиома присоединения и 

исключения уравновешивающихся 

сил. 

Не изменяя действия системы 

сил на абсолютно твердое тело, 

можно присоединить к этой системе 

или исключить из нее любую урав-

новешенную систему сил.  

Следствие. Силу F , прило-

женную к какой-либо точке твердого 

тела А, можно, не изменяя ее дей-

ствия, переносить в любую другую 

точку В, лежащую на линии дей-

ствия этой силы (рис. 1.2). 

Доказательство следует из акси-

ом 1 и 2:  

 F'F"F'F  , . 

3. Аксиома параллелограмма 

сил. Равнодействующая двух сил, 

пересекающихся в точке, приложена 

в той же точке и изображается диаго-

налью параллелограмма, построенно-

го на заданных силах (рис. 1.3): 

21 FFR  . 

 
Рис. 1.1 

Рис. 1.2 

 
Рис. 1.3 
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Модуль равнодействующей R  с использованием теоремы ко-

синусов вычисляют по формуле  














 2121

2
2

2
Λ
,cos21 FFFFFFR , 

а направление равнодействующей с использованием теоремы сину-

сов определяют синусами углов, которые образует равнодействую-

щая R с составляющими ее силами 1F  и 2F : 

R

FFF

FR
R

FFF

FR


































211

2

212

1

Λ
,sin

Λ
,sin;

Λ
,sin

Λ
,sin . 

4. Аксиома равенства действия и противодействия. Силы, с 

которыми действуют друг на друга два тела, равны по модулю и 

направлены по одной прямой в противоположные стороны. 

5. Аксиома отвердевания. Если нетвердое тело находится в 

равновесии, то это равновесие не нарушается и в том случае, если 

тело станет абсолютно твердым. 

Из аксиомы следует, что условия равновесия сил, приложен-

ных к абсолютно твердому телу, должны выполняться и для сил, 

приложенных к деформирующемуся телу. Однако в случае дефор-

мируемого тела эти условия необходимы, но недостаточны. 

 

1.3. Связи и их реакции. Аксиома связей 

 

Твердое тело называется свободным, если оно может переме-

щаться в пространстве в любом направлении. 

Тела, ограничивающие свободу перемещения данного тела, 

называются наложенными на него связями. 

Твердое тело, свобода движения которого ограничена связями, 

называется несвободным. 

Сила, с которой связь действует на тело, препятствуя его пе-

ремещению в том или ином направлении, называется реакцией 

связи. 

Аксиома связей (принцип освобождаемости от связей). 
Всякое несвободное тело можно рассматривать как свободное, если 

мысленно освободить его от связей и заменить их действие на тело 

реакциями этих связей. 
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Таким образом, из вышеизложенного следует, что совокуп-

ность внешних и внутренних сил можно разделить по другому 

принципу: на активные силы и реакции связей. 

Одна из основных задач статики – определение реакций  

связей. 

Основные типы геометрических связей и их реакции приведе-

ны на рис. 1.4–1.13. 

 

       Нить 

 

 
 

    Невесомый 

стержень

 
 

Гладкая 

поверхность 

 

Рис. 1.4 Рис. 1.5 Рис. 1.6 

         

Гладкое ребро 

 
 

 

Шероховатая поверхность 

 

Рис. 1.7 Рис. 1.8 

 

    Шарнирно-подвижная опора 

 
 

 

Шарнирно-неподвижная опора 

 
 

Рис. 1.9 Рис. 1.10 
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Шаровой шарнир 

 

Жесткая заделка 

 

Скользящая заделка 

 
 

Рис 1.11 Рис. 1.12 Рис. 1.13 

 

На чертежах приняты следующие обозначения: P  – сила тя-

жести тела; R  – реакция связи; N  – нормальная составляющая ре-

акции шероховатой поверхности; трF  – сила трения (составляющая 

реакции шероховатой поверхности); YX ,  – составляющие реакции 

связи; М – величина момента в заделке. 

 

ГЛАВА 2. СИСТЕМА СХОДЯЩИХСЯ СИЛ 
 

Системой сходящихся сил называется система сил, линии 

действия которых пересекаются в одной точке. 

 

2.1. Геометрический способ сложения и разложения сил 

 

Так как точки приложения сходящихся сил согласно след-

ствию из аксиомы 2 можно перенести по линиям их действия в точ-

ку пересечения этих линий, то систему сходящихся сил всегда мож-

но заменить системой сил, приложенных в одной точке (рис. 2.1, а). 

Задача о сложении двух сил решается на основе аксиомы 3 пу-

тем построения параллелограмма сил. Последовательно применяя 

аксиому 3 (правило построения параллелограмма сил), можно сло-

жить любое количество сил. Таким образом, сложение сходящихся 

сил означает замену этих сил одной силой, им эквивалентной, то 

есть нахождение их равнодействующей .R  

При нахождении равнодействующей двух сил нет необходи-

мости полного построения параллелограмма сил. Достаточно по-

строить силовой треугольник (рис. 2.1, б). При нахождении равно-

действующей большего количества сил последовательное построе-

ние силовых треугольников приводит к построению силового мно-

гоугольника (рис. 2.1, б). 
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а)       б) 

 
Рис. 2.1 

 

В соответствии с рис. 2.1  

., 32131211 FFFFRRFFR   

Таким образом, в результате многократного применения акси-

омы 3 или, что то же, многократного построения силовых треуголь-

ников приходим к правилу силового многоугольника. 

Правило силового многоугольника. Равнодействующая не-

скольких сходящихся сил равна вектору, соединяющему начальную 

и конечную точки ломаной линии, стороны которой представляют 

собой данные силы. 

Ломаная линия (АВСD) называется силовым многоугольни-

ком. 

Сложение сил по правилу силового многоугольника называет-

ся геометрическим способом сложения сил. 

Равнодействующая системы сходящихся сил равна по модулю 

и направлению их геометрической сумме: 




n

i
iFR

1

  (n – количество сил). 

Разложение силы на составляющие – задача, обратная задаче 

на сложение сил. Для решения этой задачи кроме задания вектора 

силы необходимо задание дополнительных условий. 

Наиболее простыми и типичными задачами на разложение сил 

являются следующие:  

– разложение силы F  на две составляющие по двум заданным 

направлениям, лежащим с ней в одной плоскости;  

– разложение силы F  на три сходящиеся силы по трем 

направлениям, не лежащим в одной плоскости. 
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В соответствии с аксиомой 3 задачи решаются путем построе-

ния соответственно параллелограмма и параллелепипеда сил 

(рис. 2.2 и рис. 2.3). 

 

 

 

 

Рис. 2.2 Рис. 2.3 

 

2.2. Теорема о трех силах 

 

Теорема. Если под действием трех непараллельных сил, ле-

жащих в одной плоскости, твердое тело находится в равновесии, то 

линии действия всех этих сил пересекаются в одной точке. 

По правилу параллелограмма находим 

равнодействующую R  сил 1F  и 2F . По 

аксиоме 1 сила 3F  должна быть равна по 

модулю R , направлена с ней по одной 

прямой, но в противоположную сторону. 

Отсюда следует, что линия действия силы 

3F  также проходит через точку пересече-

ния сил 1F  и 2F . 

 

2.3. Проекция силы на ось и на плоскость  

 

Проекцией силы на ось называется скалярная величина, рав-

ная взятой с соответствующим знаком длине отрезка оси проекций, 

заключенного между проекциями на нее начала и конца силы. 

Если сила и ось лежат в одной плоскости, проекцию опреде-

ляют в соответствии с рис. 2.5 и 2.6. 

 
Рис. 2.4 

 cosFabFx  

 
Рис. 2.5 

 coscos FFabFx  

 
Рис. 2.6 
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Для нахождения проекции силы на ось, не лежащую с ней в 

одной плоскости, надо сначала найти проекцию вектора на плос-

кость, в которой лежит ось, а затем полученную проекцию спроек-

тировать на эту ось (рис. 2.7). 

Проекцией силы на плоскость 
называется вектор, заключенный 

между проекциями на эту плоскость 

начала и конца силы. 

 cosFFП ; 

 coscoscos FFF Пx . 

В проекциях на оси декартовой 

системы координат x, y, z силу F  в 

соответствии с рис. 2.3 можно пред-

ставить в виде  

ZYXkZjYiXkFjFiFF zyx  ,            (2.1) 

где kji ,,  – единичные векторы; ZYX ,, – составляющие силы F . 

 

2.4. Аналитический способ сложения сил 

 

Аналитический способ сложения сил основан на методе про-

екций и базируется на следующей теореме векторной алгебры. 

Теорема. Проекция вектора на какую-либо ось равна алгебра-

ической сумме проекций составляющих векторов на ту же ось. 

Пусть имеем систему сходящихся сил, заданных своими про-

екциями на оси декартовой системы координат  ,,, 1111 ZYXF  

   nnnn ZYXFZYXF ,,...,,,, 2222 . Определим модуль и направление 

равнодействующей R . 

Согласно теореме проекции равнодействующей равны: 

i
i

nx XΣX...XXR  21 ; 

i
i

ny YYYYR  ...21 ;                           (2.2) 

i
i

nZz ZZZR  ...21 . 

Модуль равнодействующей равен 
222

222




























i
i

i
i

i
izyx ZYXRRRR .        (2.3) 

 
Рис. 2.7 
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Направление равнодействующей R  определяется углами ,  

и  между положительными направлениями осей x, y, z и векто-

ром :R  

.cos;cos;cos
R

R

R

R

R

R zyx                 (2.4) 

Из (2.1) следует, что R  можно представить в виде  

kZjYiXkRjRiRR i
i

i
i

i
i

zyx 




















 .       (2.5) 

 

2.5. Равновесие системы сходящихся сил 

 

Геометрическое условие равновесия. Для равновесия твер-

дого тела, находящегося под действием системы сходящихся сил, 

необходимо и достаточно, чтобы силовой многоугольник, постро-

енный для этой системы сил, был замкнутым, то есть чтобы равно-

действующая этой системы равнялась нулю. 

Пусть твердое тело находится в равновесии под действием n 

сил. Построим силовой многоугольник на n – 1  силе, найдем рав-

нодействующую n – 1 силы. В соответствии с аксиомой 1 для рав-

новесия твердого тела необходимо и достаточно, чтобы полученная 

равнодействующая была направлена по одной прямой, но в разные 

стороны, с последней n-й силой и равнялась ей по модулю. Тогда, 

находя равнодействующую оставшихся двух сил, получим, что она 

равна нулю, то есть силовой многоугольник замкнутый: 

.0
1





n

FR
i

i                                          (2.6) 

Аналитические условия равновесия. Для равновесия твердо-

го тела, находящегося под действием системы сходящихся сил, 

необходимо и достаточно, чтобы сумма проекций всех сил на каж-

дую из трех координатных осей равнялась нулю. 

Из (2.6) с учетом (2.5) следуют уравнения равновесия: 

   
 

n

i

n

i
ii

n

i
i ZYX

1 11

0;0;0 .                       (2.7) 

Задачи статики, в которых число неизвестных не превышает 

числа уравнений равновесия, называются статически определи-

мыми. В противном случае задачи являются статически неопреде-

лимыми.  
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2.6. Примеры решения задач 

 

Рекомендации по решению задач статики. При решении за-

дач по определению реакций связей независимо от вида системы 

сил рекомендуется придерживаться общей схемы. Все задачи на 

равновесие сил, приложенных к твердому телу (точке), решают по 

следующему плану. 

1. Выделяют тело, равновесие которого должно быть рассмот-

рено. 

2. Устанавливают связи, наложенные на тело. Применяя акси-

ому связей, заменяют их реакциями. 

3. Изображают расчетную схему, включающую рассматривае-

мое тело с приложенными к нему активными силами и реакциями 

связей. 

4. Составляют уравнения равновесия при аналитическом ре-

шении задачи или строят силовой многоугольник при геометриче-

ском решении для системы сходящихся сил. 

5. Определяют искомые величины и проводят анализ получен-

ных результатов. 

При выборе системы координат и, в дальнейшем, центра мо-

ментов с целью упрощения решения задачи рекомендуется каждое 

из уравнений равновесия составлять так, чтобы в него входило 

меньше неизвестных. 

Решение задач на равновесие системы сходящихся сил воз-

можно аналитически (путем составления уравнений равновесия) 

или геометрически (путем построения силовых многоугольников). 

В случае равновесия твердого тела, находящегося под действием 

трех непараллельных сил, рекомендуется использовать теорему о 

трех силах. Решение задач осуществляется по вышеприведенной 

типовой схеме. 

Пример 1. Груз весом Р удерживается в равновесии с помо-

щью нити АС и стержня ВС (рис. 2.8, а). Определить реакции нити и 

стержня. 

Решение. При аналитическом способе решения в соответствии 

с расчетной схемой (рис. 2.8, б) составляем уравнения равновесия: 

;060cos30cos:0 21 
 RR

i
iX  

060sin30sin:0 21  PRRY
i

i


. 
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а) б) в) 

 
Рис. 2.8 

 

Откуда находим величины искомых реакций связей:  

 P/PRPPR 2360sin;5,030sin 21   . 

При решении геометрическим способом из замкнутого силово-

го треугольника (рис. 2.8, в) получаем те же значения искомых ве-

личин. 

Пример 2. Определить направле-

ния реакций связей однородной балки 

АВ весом P . 

Решение. Находим точку пересе-

чения С известных линий действия сил 

BR  и P . По теореме о трех силах неиз-

вестная линия действия АR  также про-

ходит через точку С. 

 

ГЛАВА 3. МОМЕНТ СИЛЫ. ПАРА СИЛ 

 

3.1. Момент силы относительно точки 

 

Пусть к свободному твердому телу 

приложена сила  ̅ (рис. 3.1). Закрепим од-

ну точку тела О. Тогда сила F  будет 

стремиться привести тело во вращатель-

ное движение. Вращательное действие си-

лы F  характеризуется моментом силы от-

носительно точки О. 

Моментом силы F  относительно 

точки О называется вектор  FM0 , при-

ложенный в этой точке и направленный перпендикулярно к плоско-

 
Рис. 3.1 

 
Рис. 2.9 
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сти, содержащей силу и точку, в такую сторону, чтобы, смотря 

навстречу этому вектору, видеть силу F , стремящейся вращать эту 

плоскость в сторону, обратную вращению часовой стрелки. Модуль 

этого вектора  FM0  равен произведению модуля силы F  на ее 

плечо h (кратчайшее расстояние от  точки О до линии действия  

силы F ): 

  hFFM 0 .                  (3.1) 

Из рис. 3.1 следует, что   OABSFM  20 . Исходя из определе-

ния векторного произведения двух векторов, в соответствии с опре-

делением момента силы относительно точки, очевидно, можно за-

писать 

  .0 FrFOAFM            (3.2) 

  ,00 FM  если 0h  (линия действия силы проходит через  

точку). 

 

3.2. Момент силы относительно оси  

 

Пусть к свободному твердому телу приложена сила F . Закре-

пим точки твердого тела, лежащие на одной прямой. Тогда сила F  

будет стремиться привести тело во вращательное движение вокруг 

оси, направленной вдоль этой прямой. Вращательное действие силы 

характеризуется моментом силы относительно оси. 

Моментом силы F  относительно оси z называется скалярная 

величина, равная взятому со знаком «+» или «–» произведению  

модуля проекции nF  силы F  на плоскость, перпендикулярную 

к оси, на ее плечо nh  относительно точки О пересечения оси с плос-

костью: 

  nhnFFzM  .                 (3.3) 

Из рис. 3.2 следует, что 

 
11

2 BOAz SFM  . Знак «+» – если, 

смотря навстречу положительному 

направлению оси, проекция nF  видна 

стремящейся вращать твердое тело про-

тив хода часовой стрелки; знак «–» – в 

противоположном случае. 

 
Рис. 3.2 
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Момент силы относительно оси равен нулю в следующих  

случаях: 

1. nF  = 0, то есть линия действия силы F  параллельна оси z. 

2. nh  = 0, то есть линия действия силы F  пересекает ось z. 

Указанные два признака можно объединить одним: сила и ось 

лежат в одной плоскости. 

Установим связь между моментами силы относительно оси 

)(FM z  и точки )(0 FM  (рис. 3.3). 

 cos
11 OABSBOAS  

или 

 cos22
11 OABSBOAS , 

то есть 

     cos0 FMFzM .          (3.4) 

Таким образом, момент силы F  

относительно оси z равен проекции 

вектора )(0 FM  на эту ось. 

 

3.3. Пара сил. Момент пары сил 

 

Парой сил называется система двух равных по модулю, па-

раллельных и противоположно направленных сил F  и 'F .  

Пара сил не имеет равнодействующей. Однако силы пары не 

уравновешиваются, так как они не направлены по одной прямой. 

Пара сил стремится произвести вращение твердого тела, к которому 

она приложена. Вращательное действие пары сил характеризуется 

моментом. 

Моментом пары сил F  и 'F  в пространстве называется век-

тор M , направленный перпендикуляр-

но к плоскости действия пары сил в та-

кую сторону, чтобы, смотря навстречу 

этому вектору, видеть пару сил, стре-

мящейся вращать плоскость ее дей-

ствия в сторону, обратную вращению 

часовой стрелки. Модуль этого вектора 

M  равен произведению модуля одной 

из сил на плечо пары d (кратчайшее расстояние между линиями 

 
Рис. 3.3 

 
Рис. 3.4 
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действия сил пары) (рис. 3.4): 

.dFM                   (3.5) 

Исходя из определения векторно-

го произведения двух векторов, в соот-

ветствии с определением момента па-

ры сил, очевидно, можно записать 

(рис. 3.5): 

FBA'FABM  .           (3.6) 

 

Установим связь между моментом пары сил  FFM ,  и мо-

ментом силы  FM0  относительно произвольной точки О (рис. 3.5):  

  ;0 FArFM     .0 'FBr'FM   

       .,00 'FFMFBAFrr'FrFr'FMFM BABA   

Таким образом, сумма моментов сил пары относительно лю-

бой точки не зависит от выбора точки и равна моменту этой пары 

сил, то есть 

     'FFM'FMFM ,00  .                           (3.7) 

Взяв за точку О последовательно точки А и В, из (3.7) полу-

чим, что момент пары сил равен моменту одной из сил пары отно-

сительно точки приложения другой силы пары, то есть 

).()(),( FM'FMF"FM BA                               (3.8) 

 

3.4. Эквивалентность пар сил 

 

Теорема 1. Пары сил, лежащие в одной плоскости и имеющие 

одинаковые моменты, эквивалентны. 

Пусть на твердое тело действует па-

ра сил ( F , 'F ) с моментом M  (рис. 3.6). 

Перенесем силы пары вдоль их линий 

действия в точки А и В. Проведем через 

эти точки две параллельные прямые, ле-

жащие в плоскости действия пары и пере-

секающие линии действия сил пары. Про-

ведем прямую АВ и разложим силы F  и 

'F  в точках А и В по правилу параллело-

грамма, как указано на рис. 3.6. Тогда ;21 FFF   .21 FF'F   Так 

 
Рис. 3.5 

 
Рис. 3.6 
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как разложение производится на параллельные составляющие, a 

FF  , то 11 FF  , 22 FF  . Система сил  22 , FF   эквивалентна 

нулю, поэтому может быть отброшена. Следовательно, заданная па-

ра сил заменена парой сил  11, FF  . Покажем, что моменты этих пар 

одинаковы. Направление вращения одно и то же. 

 11, FFМ  = 2SBAD. Но SBAD = SВCD, так как эти треугольники 

имеют общее основание ВА и равные высоты (их вершины распо-

ложены на общей прямой, параллельной основанию). 

   .,, 11 FFМFFМ   

Таким образом, теорема доказана и можно сделать следующие 

выводы: 

– пару сил можно как угодно поворачивать и переносить в 

плоскости ее действия; 

– можно изменять плечо и силы пары, сохраняя алгебраиче-

скую величину момента и плоскость ее действия. 

Теорема 2. Не изменяя действия пары сил на твердое тело, ее 

можно переносить в плоскость, парал-

лельную плоскости ее действия. 

Пусть имеем пару сил  'FF , , 

приложенных к точкам А и В, и плос-

кость П (рис. 3.7). Опустим из точек А и 

В перпендикуляры на плоскость 1П , па-

раллельную плоскости П. Приложим в 

точках пересечения перпендикуляров с 

плоскостью 1А  и 1B  две системы сил 

 21,FF  и  21,FF  , каждая из которых 

эквивалентна нулю, то есть 21 FF  , 

21 FF  . Выберем силы 1F  и 1F   так, 

чтобы FF 1 , FF 1 . Сложим две 

равные и параллельные силы F  и 2F  . 

Их равнодействующая R  приложена в середине отрезка 1АB , то 

есть в точке О. Аналогично сложим две силы F   и 2F . Их равно-

действующая RR   и приложена также в точке О. Система сил 

 RR ,  эквивалентна нулю и ее можно отбросить. Остается пара сил 

( 11, FF  ), которая является исходной парой  FF , , перенесенной в 

плоскость 1П . Что и требовалось доказать. 

 

 
 

Рис. 3.7 
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Из доказанных двух теорем следует, что момент пары является 

свободным вектором, то есть характеризуется только модулем и 

направлением, а точкой его приложения может быть любая точка 

тела. Отсюда же следует и геометрическое условие эквивалентно-

сти: пары сил, действующие на одно и то же тело, эквивалентны, 

если их моменты геометрически равны. 

 

3.5. Сложение пар сил. Условие равновесия пар 

 

Теорема. Действие на тело нескольких пар сил, лежащих в 

произвольных плоскостях, эквивалентно действию одной пары, мо-

мент которой равен геометрической сумме моментов составляющих 

пар сил. 

Пусть две пары сил расположены в пересекающихся плоско-

стях I и II (рис. 3.8). Возьмем на линии их пересечения произволь-

ный отрезок dАВ   и приведем данные пары сил к одному плечу d 

(на основе теорем об эквивалентных 

парах). Получим пары сил ( 11, FF ) и  

( 22 , FF  ), как показано на рис. 3.8. 

Найдем равнодействующую R  сил 1F  и 

2F , а также равнодействующую R   сил 

1F   и 2F  : 21 FFR  ; 21 FFR  ,  

R = R  , так как 11 FF   и 22 FF  . 

Таким образом, две пары сил мы 

привели к одной эквивалентной им паре 

сил ( R , R  ). Покажем теперь, что мо-

мент этой пары сил M  равен геометри-

ческой сумме моментов составляющих пар сил 1M  и 2M : 

.)( 212121 MMFBAFBAFFBARBAM   

Последовательно применяя правило параллелограмма ко всем 

векторам моментов пар сил, можно любое количество пар сил заме-

нить одной парой, момент которой равен геометрической сумме 

моментов заданных пар сил: 




n

i
iMM

1

.                                            (3.9) 

Таким образом, теорема доказана. Если сложение выполнить 

графически, то момент M  эквивалентной пары сил изобразится  

 
Рис. 3.8 
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замыкающим вектором многоугольника, построенного на векторах 

моментов заданных пар сил iM . 

Пары сил в пространстве взаимно уравновешиваются, если 

момент пары, эквивалентной системе пар сил, равен нулю, то есть 

M = 0. Отсюда следует условие равновесия. 

Условие равновесия пар сил. Пары сил, произвольно распо-

ложенные в пространстве, взаимно уравновешиваются в том случае, 

если геометрическая сумма их моментов равна нулю, то есть мно-

гоугольник, построенный на моментах данных пар сил, замкнут: 




n

i
iM

1

= 0 .                                         (3.10) 

Проектируя (3.10) на оси декартовой системы координат, по-

лучаем аналитические условия равновесия: 

 


n

i
ixM

1

0 ;  


n

i
iуM

1

0 ;  


n

i
izM

1

0 ,                       (3.11) 

где ixM , iуM , izM  – проекции момента i-й пары сил на координат-

ные оси. 

 

3.6. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Пары сил с величинами мо-

ментов М1 = 10 Н·м и М2 = 6 Н·м противопо-

ложного направления вращения находятся 

в параллельных плоскостях. Пара, имеющая 

величину момента М3 = 3 Н·м, расположена 

в перпендикулярной плоскости (рис. 3.9). 

Определить величину момента эквивалентной 

пары сил. 

Решение. Сложим алгебраически мо-

менты пар сил, расположенные в параллель-

ных плоскостях. Получим пару сил с величиной момента 

2112 MMM  = 10 – 4 = 6 Н·м. Пару сил с моментом 12M  сложим с 

оставшейся третьей парой сил, имеющей момент 3M . Так как угол 

между векторами 12M  и 3M  прямой, то величина момента эквива-

лентной пары .мH59162
3

2
12  MMM  

 

 
Рис. 3.9 
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 Пример 2. Балка длиной АВ = 10 м нагружена тремя парами 

сил, лежащими в одной плоскости, величины моментов которых 

равны 81 M кН·м, 102 M  кН·м, 73 M  кН·м (рис. 3.10, а). 

Направления вращений указаны на чертеже. Балка имеет шарнирно-

неподвижную опору в точке А и шарнирно-подвижную опору в точ-

ке В с наклонной опорной плоскостью, составляющей с горизонтом 

угол  = 30°. Определить реакции опор. 

а)       б) 

 
Рис. 3.10 

 

 Решение. Так как нагрузка состоит из пар сил, лежащих в од-

ной плоскости, то реакции опор AR  и BR  должны составить пару 

сил, лежащую в той же плоскости и уравновешивающую задавае-

мые пары сил. Реакция BR  перпендикулярна плоскости опирания. 

Направим реакцию AR  так, чтобы силы AR  и BR  составили пару 

сил. Тогда в соответствии с полученной расчетной системой 

(рис. 3.10, б) условие равновесия четырех пар сил, приложенных к 

балке, запишется в виде 

.0:0
1

321  


dRMMMM
n

i
Bi  

 Откуда 

3210

7108

30cos

321321 








AB

MMM

d

MMM
RB . 

58,0 BA RR  кН. 

 Пример 3. Куб, изображенный на рис. 3.11, подвешен к двум 

вертикальным стержням АА1 и ВВ1 так, что его диагональ горизон-

тальна. К кубу приложены пары сил ( F , 'F ) и (Q , 'Q ). Пренебре-

гая весом куба, определить реакции стержней. 
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 Решение. Система пар ( F , 'F ) и (Q , 'Q ) эквивалентна одной 

паре и может быть уравновешена только парой сил. Отсюда следу-

ет, что искомые реакции R  и 'R  образуют пару с моментом M . 

Величина момента ,2aRM   где a – 

длина ребра куба. Величины моментов 

заданных пар сил M1 = F·a, M2 = Q·a. 

Составим уравнения равновесия: 

;045cos:0 2   MMM ix  

.045sin:0 1   MMM iy  

Третье уравнение равновесия об-

ращается в тождество. Из уравнений 

равновесия следует, что М1 = М2, то есть 

Q = F и  

.2
45sin

1 aF
M

M 


 

Но так как ,2aRM   то, следовательно, R = F. 

Таким образом, .FR'R   

 Равновесие возможно при Q = F. 

 

ГЛАВА 4. ПРИВЕДЕНИЕ СИСТЕМЫ СИЛ К ЗАДАННОМУ 

ЦЕНТРУ. УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ СИЛ 

 

4.1. Приведение силы к заданному центру (метод Пуансо) 
 

Теорема. Силу, не изменяя ее действия на твердое тело, мож-

но переносить параллельно самой себе в любую точку твердого те-

ла, добавляя при этом пару сил, момент которой равен моменту пе-

реносимой силы относительно новой точки приложения силы. 

Пусть даны сила ,F  приложенная к твердому телу в точке А, и 

произвольная точка О, которую назовем центром приведения 

(рис. 4.1, а).  

В соответствии со второй аксиомой статики приложим к телу в 

точке О систему двух равных по модулю, но противоположно 

направленных сил 'F  и "F , параллельных заданной силе F  
(рис. 4.1, б). Пусть по модулю F"F'F   Тогда ( F )   "F'FF ,,  

   'FF'F ,, . Пару сил  'FF ,  называют присоединенной парой 

 
Рис. 3.11 
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сил. 

Таким образом, сила F , приложенная в точке А, заменена рав-

ной ей по модулю и направлению силой F   приложенной в точке О, 

и присоединенной парой сил  'FF , , момент которой  'FFМ ,

 FМ0  (рис. 4.1, в). 
 

а)                                       б)                                в) 

 
Рис. 4.1 

 

Процесс замены силы F  силой "F  и парой сил  ', FF  назы-

вают приведением силы F  к заданному центру О. 

 

4.2. Приведение системы сил к заданному центру  

 

Пусть имеем  n сил  ,1F  ...,,2F  ,nF  приложенных к точкам

nAAA ...,,, 21    (рис. 4.2, а).  

Приведем эту систему сил к заданному центру О. Применяя 

метод Пуансо к каждой силе, то есть, приводя каждую силу к цен-

тру О, получим n сил "F1 , ...,,2
"F  "Fn  и n моментов ,101 МM 

 

2M 020 ...,, nn МMМ   соответствующих пар сил (см. рис. 5.8, б). 

Находим геометрическую сумму всех полученных сил: 





n

i
inn FFFF"F"F"FR

1
2121 ...... . 

Геометрическая сумма всех сил 


i
iFR  называется глав-

ным вектором системы сил. 

Используя теорему о сложении пар сил, заменим присоеди-

ненные пары сил одной парой, момент которой 

00 MMMM
i i

ii   . 

Геометрическая сумма моментов всех сил относительно задан-
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ного центра О 
i

ii FMM )(00  называется главным моментом си-

стемы сил. 

Таким образом, произвольную систему сил можно привести к 

одной силе, равной их главному вектору R  и приложенной в центре 

приведения, и к паре сил с моментом M , равным главному моменту 

системы сил 0M  относительно центра приведения (рис. 4.2, в). 

а)                                   б)                                  в) 

 
Рис. 4.2 

 

4.3. Возможные случаи приведения  

произвольной системы сил 
 

Случай 1.  0R ,  00 M . 

Силы взаимно уравновешиваются. 

Случай 2.  0R ,  00 M . 

Силы приводятся к паре сил с моментом, равным одинаковому 

главному моменту системы сил относительно любого центра приве-

дения. 

Случай 3.  0R ,  00 M . 

Силы приводятся к равнодействующей R = R , линия дей-

ствия которой проходит через центр приведения. 

Случай 4.  0R ,  00 M ,  0MR 
. 

Дальше будет показано, что силы приводятся к равнодейству-

ющей R = ,R  линия действия которой не проходит через центр 

приведения. 

Случай 5.  0R ,  00 M ,  R  не 0M . 

Силы приводятся к двум скрещивающимся силам или к сило-

вому винту (динаме) – совокупности силы и пары сил в плоскости, 
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перпендикулярной силе. 

 

4.4. Условия равновесия сил 

 

В соответствии с первым случаем приведения произвольной 

системы сил необходимым и достаточным условием равновесия яв-

ляется равенство нулю главного вектора R  и главного момента 0M  

системы сил относительно любого центра приведения. Отсюда сле-

дует и равенство нулю их проекций на оси декартовой системы ко-

ординат. Таким образом, уравнения равновесия пространственной 

системы сил запишутся в виде 

     
;0;0
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

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ix

n

i
i MX  
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 
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1

0 ;     
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n

i
izM

1

0 . 

Как частный случай, из (4.1) следуют уравнения (2.7) для про-

странственной системы сходящихся сил. 

В случае пространственной системы сил, параллельных одной 

из координатных осей, например z, два уравнения проекций сил на 

перпендикулярные оси х и у и уравнения моментов относительно 

оси z обращаются в тождества. Отсюда, из уравнений (4.1), как 

частный случай, следуют уравнения равновесия пространственной 

системы параллельных сил: 

 


n

i
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1

0 ;     
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i
ixM

1

0 ;     

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i
iyM

1

0 .                     (4.2) 

Аналогично из (4.1) получим уравнения равновесия произ-

вольной плоской системы сил:  

 
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n

i
iХ

1

0 ;     


n

i
iY

1

0 ;     


n

i
iFM

1
0 0)( .                   (4.3) 

Уравнения (4.3) называют основной формой записи уравнений 

равновесия произвольной плоской системы сил. Существуют еще 

две другие формы записи этих уравнений равновесия в виде одного 

уравнения проекции сил и двух уравнений моментов относительно 

произвольных точек А и В при условии, что прямая АВ не перпен-

дикулярна оси х: 
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 
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iA FM
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iB FM
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а также в виде трех уравнений моментов относительно трех произ-

вольных точек А, В и С при условии, что эти точки не лежат на  

одной прямой: 

 
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n
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iA FM

1
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iB FM

1

0)( ;    
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i
iС FM

1

0)( .           (4.5) 

Необходимость условий равновесия (4.4) следует из (4.3). До-

казательство достаточности основано на следующих соображениях. 

Так как главные моменты относительно точек А и В равны нулю, то 

для этих центров системы сил приводит-

ся к равнодействующей. Покажем, что 

эта равнодействующая при отмеченном 

условии АВ не  х всегда равна нулю. Из 

последних двух уравнений (4.4) следует, 

что R  должна проходить через точки А 

и В. Тогда из рис. 4.3 в соответствии с 

первым уравнением (4.4) 

.0cos
1

  



 RRХ
n

i
xi  

Так как 0cos  , то R = 0. 

Необходимость условий равновесия (4.5) также следует из 

(4.3). Доказательство достаточности аналогично предыдущему. В 

соответствии с (4.5) равнодействующая должна одновременно про-

ходить через точки А, В и С. Но так как эти точки не лежат на од-

ной прямой, то это невозможно, то есть R = 0. 

Для плоской системы параллельных сил из (4.3) следуют урав-

нения равновесия: 

 
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i
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1

0 ;    
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n

i
iFM

1
0 0)( .                         (4.6) 

В случае произвольной пространственной системы сил задачи 

статики статически определимы, если число неизвестных не пре-

вышает шести; произвольной плоской системы сил – трех и так  

далее. 

 

4.5. Приведение системы сил к равнодействующей. 

 
Рис. 4.3 
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Теорема Вариньона 

 

Система сил приводится к равнодействующей в третьем и чет-

вертом случаях приведения. Третий случай очевиден. Покажем 

справедливость данного утверждения для четвертого случая: 

0R , 00 M , 0MR 
. 

Проведем плоскость через центр приве-

дения О и R  перпендикулярно 0M  

(рис. 4.4). M = 0M  представим парой сил  

( R , 'R ) таким образом, что 


 RRR ' , 

 R'R . Плечо пары 


 RMd / . Силы R  

и 'R  уравновешиваются. Отсюда следует эк-

вивалентность: ( R , 'R , R ) ~ R . 

Теорема Вариньона о моменте рав-

нодействующей. Момент равнодействую-

щей относительно любой точки равен гео-

метрической сумме моментов составляю-

щих сил относительно этой точки, а момент 

равнодействующей относительно любой 

оси равен алгебраической сумме моментов 

составляющих сил относительно этой оси.  

В соответствии с рис. 4.5  

00 )( MM

R

M
ROKRRM 


 , 

направления )(0 RM  и 0M  совпадают. Из равенства модулей и 

направлений следует доказательство первой части теоремы, то есть 

)(0 RM = 


n

i
iMM

1
00 .   

Докажем вторую часть теоремы. Пусть z – произвольная ось, 

проходящая через точку О (рис. 4.5), тогда  




n

i
izzz MMMRMRM

1
00 .coscos)()(

 
4.6. Приведение системы сил к двум скрещивающимся силам  

 
Рис. 4.4 

 
Рис. 4.5 
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или к силовому винту (динаме) 

 

 Рассмотрим пятый случай приве-

дения: 0R , 00 M , R  не 0M . 

 Проведем плоскость, перпендику-

лярную к моменту пары сил 0MM   

(рис. 4.6). Момент представим в виде 

пары сил ( 'QQ , ), одну из которых 'Q  

приложим в точке O.  

Из рис. 4.6 следует эквивалент-

ность ),(~),,( QF'QQR . F  и Q – 

скрещивающиеся силы. 
Покажем, что в рассматриваемом случае систему сил можно приве-

сти к силовому винту. Разложим мо-

мент пары сил M  на два составляю-

щих момента M 
R и  R'M  

(рис. 4.7): 

'MMM   . 

Проведем плоскость через R  

перпендикулярно 'M . Момент 'M  
представим в виде пары сил ( R , 'R ) 

так, чтобы R = 'R  = R  и 'R  = – .R  

Плечо пары  RM'd / . Равнодействующая сил R и 'R  равна нулю. 

Момент M  является свободным вектором и может быть перенесен 

в точку С. Таким образом, действие заданной системы сил эквива-

лентно действию силы R = R  и пары сил с моментом M , направ-

ленным вдоль линии действия этой силы. 

Прямая, вдоль которой направлены векторы R = R и M , 

называется центральной осью системы сил. 

Полученную совокупность силы R = R  и пары сил с момен-

том M  можно рассматривать как результат приведения заданной 

системы сил к центру С, лежащему на центральной оси. Так как 

векторы R = R и M  можно переносить вдоль их линии действия, 

то можно сделать вывод о том, что результаты приведения системы 

 
Рис. 4.6 

 
Рис. 4.7 
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сил к любой точке, лежащей на центральной оси, одинаковы. Не-

трудно убедиться, что величина главного момента относительно то-

чек центральной оси минимальна. 

 

4.7. Инварианты приведения системы сил  

 

Приведем систему сил к двум различным точкам 1O  и 2O . 

Главные векторы 


i
iFR1  и 



i
iFR2 , то есть 

  RRR 21  или 

.constR  Таким образом, главный вектор системы сил инвариан-

тен по отношению к центру приведения. 

Установим зависимость между главным моментом системы 

сил относительно центров приведения О1 и О2 (рис. 4.8).  
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 RdMM OO 12
.          (4.7) 

Умножив скалярно обе части равен-

ства (4.7) на главный вектор   21 RRR , 

получим 

).(011022
  RdRMRMR  

Откуда 011022 MRMR  
 или const0  MR , то есть ска-

лярное произведение главного вектора и главного момента системы 

сил инвариантно по отношению к центру приведения. 

Таким образом, инварианты приведения системы сил: 

constR ;    .const0  MR                      (4.8)  

 
Рис. 4.8 
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4.8. Уравнения центральной оси системы сил  

и линии действия равнодействующей 

 

Приведем систему сил к про-

извольному центру О (рис. 4.9). 

Проведем оси координат х, у, z. 

Возьмем произвольную точку 

С (х, у, z) на центральной оси. Рас-

сматривая точку С как второй 

центр приведения, согласно (4.7), 

имеем  

    
  RdMMMc 0 .         

   

  izYyZ

ZYХ

zyx
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kyXxYjxZzX )()(  . 

Проектируя     на оси координат, получим  
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Так как M  и  RR  направлены вдоль одной прямой, то од-

ноименные их проекции пропорциональны: 






R

M

Z

M

Y

M

X

M zyx . 

Рассмотрев любые два соотношения из четырех, получим 

уравнения центральной оси, например: 

.
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                                (4.9) 

Если силы приводятся к равнодействующей, то 0M . Тогда, 

 
Рис. 4.9 
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учитывая (4.9), уравнения линии действия равнодействующей за-

пишутся в виде  

.0)(

;0)(





xZzXM

zYyZM

y

x
                                 (4.10) 

 

4.9. Примеры решения задач 

 

 Пример 1. Невесомая балка удерживается в равновесии непо-

движным шарниром в точке А и подвижно-шарнирной опорой в  

точке В (рис. 4.10, а). Определить реакции опор, если известно, что  

Р = 2 кН, q = 10 кH/м, М = 20 кН·м, BD = 3 м, AC = 5 м, АВ = 12 м,  

α = 45°, β = 30°. 

а)      б) 

 
Рис. 4.10 

 

 Решение. Расчетная схема представлена на рис. 4.10, б, на ко-

торой равномерно распределенная нагрузка заменена сосредоточен-

ной силой величиной Q = q·AC, линия действия которой проходит 

через середину отрезка АС. При неравномерно распределенной 

нагрузке 
C

A

dxxqQ )(  и приложена к центру тяжести плоской фигу-

ры, ограниченной графиком функции q = q(x). В соответствии с 

расчетной схемой уравнения для произвольной плоской системы 

сил можно записать в виде 
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AC
BCACqBDP A
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 Решая полученную систему уравнений, получим YA = 36,8 кН;  

RB = 5,2 кН; XA = 15,1 кН. 

 Для проверки правильности составления и решения уравнений 

равновесия составим дополнительное уравнение:  

,060sin60cos:0  MKAYKEXBKRKERM AABB
i

iE


которое после подстановки в него численных значений обращается 

в тождество 00  . 

 Пример 2. Система, состоящая из двух тел, находится в рав-

новесии под действием плоской си-

стемы сил (рис. 4.11). Определить 

реакции опор A и B, а также давле-

ние в промежуточном шарнире C, 

если известно, что P = 10 кН,  

M = 15 кН, q = 4 кН/м,  = 30°,  

BC = 4 м, BK = 2 м, AD = 2 м. 

Решение. Поскольку система 

состоит из двух тел, то можно со-

ставить шесть независимых уравне-

ний равновесия. Для этого следует 

рассмотреть равновесие всей систе-

мы в целом и равновесие одного из 

тел либо рассмотреть равновесие 

каждого тела в отдельности. При 

рассмотрении равновесия системы 

тел в целом силы взаимодействия 

между телами являются внутренни-

ми и не входят в уравнения равнове-

сия. Для каждого же тела в отдель-

ности эти силы являются внешними. 

Учитывая аксиому о равенстве действия и противодействия, при 

переходе от рассмотрения равновесия одного тела к другому 

направления этих сил следует изменять на противоположные. 

 Расчетная схема для составной конструкции в целом представ-

лена на рис. 4.12. 

Уравнения равновесия: 

:0
i

iX  ;0X B  

 
Рис. 4.11 

 
Рис. 4.12 
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 
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Расчетная схема для балки AC представлена на рис. 4.13. 

Уравнения равновесия: 
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Рис. 4.13 

 
Рис. 4.14 

  Решая записанную систему шести уравнений равновесия, 

определим искомые неизвестные: RA = 1,4 кН; XB = 0; YB =16,6 кН;  

MB = 40,3 кН·м;  XC = 0; YC = 6,6 кН. 

 Для частичной проверки правильности решения рассмотрим 

равновесие балки BC (рис. 4.14). Составим уравнение равновесия: 
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,0cos
2

sin
2
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2
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Y
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которое после подстановки в него численных значений обращается 

в тождество 00  . 
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 Пример 3. Определить величину момента силы   относительно 

координатных осей, если положение силы в пространстве определя-

ется углами   и   и координатами 

точки ее приложения: xA = a; yA = 0;  

zA = c (рис. 4.15).  

 Решение. Раскладывая силу   на 

три составляющие   ,   ,   , парал-

лельные осям координат x, y, z, и при-

меняя теорему Вариньона, получим  

;sincos  FFX  

;coscos  FFY  

.sin  FFZ  

        ;coscos cFFMFMFMFM zxyxxxx   

        ;sinsincos aFcFFMFMFMFM zyyyxyy   

        .coscos aFFMFMFMFM zzyzxzz   

 Пример 4. Однородная прямоугольная рама весом P = 200 Н 

укреплена с помощью сферического шарнира A и петли B. В гори-

зонтальном положении рама удерживается веревкой CK, составля-

ющей угол   = 30° с горизонтальной плоскостью и привязанной в 

точке K на плоскости yAz (рис. 4,16, а). Определить натяжение ве-

ревки, реакции сферического шарнира A и петли B, если величина 

дополнительно приложенной силы равна F = 50 Н. 

 Решение. В соответствии с расчетной схемой (рис. 4,16, б) со-

ставим уравнения равновесия: 

:0
i

iX 060sin30cos  TXX BA ;  

:0
i

iY  ;060cos30cos  FTY A


 

:0
i

iZ  ;030sin  TPZZ BA  

:0
i

ixM  ;0
2


AB

PABZ B  

:0
i

iyM  ;030sin
2

 ACT
AC

P 
 

:0
i

izM  .060tg60tg60cos30cos  ABXABFABT B


 

 
Рис. 4.15 
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а) б) 

 
Рис. 4.16 

 

 Подставляя исходные данные и решая полученную систему 

уравнений, находим: XA = 86,6 Н; YA = 36,6 H; ZA = 0; XB = 63,4 H;  

ZB = 100 H; T = 200 H. 

 

ГЛАВА 5. ЭЛЕМЕНТЫ ГРАФИЧЕСКОЙ СТАТИКИ 
 

5.1. Силовой и веревочный многоугольники 
 

При инженерных расчетах иногда используют графические 

методы решения задач статики для плоской системы сил. Графиче-

ские методы основаны на построении силового и веревочного мно-

гоугольников. 

Пусть на твердое тело действует система трех сил 1F , 2F  и 3F  

(рис. 5.1, а). Фигура abcd, построенная на векторах этой системы 

сил согласно п. 2.1, называется силовым многоугольником 

(рис. 5.1, б).  

Возьмем в плоскости силового многоугольника произвольную 

точку О и назовем ее полюсом. Проведем лучи Оа, Оb, Ос и Оd, ко-

торые пронумеруем соответственно 01, 12, 23, 30. Начиная с произ-

вольной точки А на основном чертеже (рис. 5.1, а), проведем пря-

мые, параллельные указанным лучам, до пересечения их с линиями 

действия соответствующих сил. 
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а)       б) 

 
Рис. 5.1 

 

Ломаная линия АВСDЕ называется веревочным многоуголь-

ником. Название это объясняется тем, что если веревку закрепить в 

точках А и Е и приложить к ней в точках В, С и D силы 1F , 2F  и 3F , 

то веревка при равновесии примет форму ломаной АВСDЕ. 

При равновесии силовой и веревочный многоугольники за-

мкнутые. 

Согласно построенному силовому многоугольнику 

,1 ObaOF   ,2 OcbOF   OdcOF 3 . Приложим теперь эти 

разложенные силы к точкам В, С и D. Так как векторы Ob  и bO , Oc  

и cO  равны по величине и противоположно направлены, то можно 

заключить, что систему трех заданных сил можно заменить систе-

мой сил aO  и Od , направленных по крайним сторонам веревочного 

многоугольника АВ и DЕ. Аналогичный результат будет получен 

при любом числе сил. 

 

5.2. Графическое определение равнодействующей 

плоской системы сил и опорных реакций 

 

Пусть на твердое тело действует система трех сил 1F , 2F  и 3F  

(рис. 5.2, а). Построим силовой многоугольник (рис. 5.2, б). 

Для нахождения линии действия равнодействующей строим 

веревочный многоугольник. Согласно предыдущему параграфу, си-

стему сил можно заменить двумя силами, направленными вдоль 

крайних сторон АВ и DЕ веревочного многоугольника. Равнодей-

ствующая R  пройдет через точку пересечения их продолжений K. 

Проводим через точку K прямую параллельно аd, которая и будет 
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линией действия равнодействующей. 

а)       б) 

 
Рис. 5.2 

 

Определим графически реакцию опор А и Н твердого тела, 

находящегося под действием сил 1F , 2F  и 3F  (рис. 5.3, а). 

   а)       б) 

 
Рис. 5.3 

 

Обозначим реакцию опоры Н, линия действия которой извест-

на, через 4R , а реакцию шарнирно-неподвижной опоры А – через 

5R . Строим силовой многоугольник (рис. 5.3, б). Построение обры-

ваем проведением линии действия 4R . Далее строим веревочный 

многоугольник, начиная с точки А, то есть с опоры, направление ре-

акции которой неизвестно. Веревочный многоугольник АВСDЕ 

должен быть замкнутым. Соединяем точку А с точкой Е. Это и бу-

дет направление луча 45. Из точки О (рис. 5.3, б) проводим прямую, 

параллельную ЕА. Точка пересечения с линией действия 4R  дает 

точку е. Тогда в выбранном масштабе сил de  есть вектор 4R , а ea  

есть вектор 5R . 
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ГЛАВА 6. ФЕРМА И ЕЕ РАСЧЕТ  

 

6.1. Понятие о ферме 

 

Ферма – геометрически неизменяемая шарнирно-стержневая 

конструкция. 

Если оси всех стержней лежат в одной плоскости, то ферму 

называют плоской. 

Точки, в которых сходятся оси стержней, называются узлами 

фермы, а те узлы, которыми ферма опирается на основание, – 

опорными узлами (рис. 6.1). 

Количество стержней статиче-

ски определимой фермы: 

32  nk , 

где k – число стержней; n – число уз-

лов. 

При расчете фермы сначала 

определяют опорные реакции, а за-

тем усилия в стержнях. Все внешние 

силы прикладывают к узлам. Силами 

тяжести стержней либо пренебрега-

ют, либо распределяют их по узлам. В соответствии с аксиомой 1, 

каждый стержень при этом работает либо на растяжение, либо на 

сжатие. 

 

6.2. Аналитический расчет плоской фермы 

методами вырезания узлов и сечений Риттера 

 

Метод вырезания узлов заключается в том, что мысленно вы-

резают узлы фермы и рассматривают их равновесие. Так как в нача-

ле расчета неизвестно, какие стержни фермы растянуты, а какие 

сжаты, то условно полагают, что все стержни растянуты, то есть ре-

акции стержней направлены от узлов. Если в результате вычисле-

ний получают ответ со знаком «–», то соответствующий стержень 

сжат. Искомые внутренние усилия в стержнях равны по модулю со-

ответствующим реакциям и противоположны по направлению. В 

дальнейшем при расчете фермы реакции стержней будем отож-

дествлять с усилиями и обозначать через S . Последовательность 

 
 

Рис. 6.1 



45 
 

вырезания узлов определяется условием, что число неизвестных 

усилий, приложенных к узлу, не должно превышать числа уравне-

ний равновесия: двух – для плоской фермы и трех – для простран-

ственной. Стержни фермы, в которых усилия равны нулю, называ-

ются нулевыми стержнями. 

Рассмотрим леммы, пользуясь которыми можно определять 

нулевые стержни плоской фермы, не производя ее расчета. 

Лемма 1. Если в незагруженном узле плоской фермы сходятся 

два стержня, то усилия в этих стержнях равны нулю. 

Лемма 2. Если в незагруженном узле плоской фермы сходятся 

три стержня, из которых два расположены на одной прямой, то уси-

лие в третьем стержне равно нулю, а величины усилий в первых 

двух стержнях равны между собой. 

Лемма 3. Если в узле плоской фермы сходятся два стержня и к 

узлу приложена внешняя сила, линия действия которой совпадает с 

осью одного из стержней, то усилие в этом стержне равно по моду-

лю приложенной силе, а усилие в другом стержне равно нулю. 

Доказательство лемм следует из уравнений равновесия сил, 

приложенных к узлам. 

Метод сечений Риттера заключается в сечении плоской фермы 

на две части и рассмотрении равновесия одной из частей. Сечение 

должно проходить не более чем через три неизвестных стержня. 

Уравнения равновесия удобно записывать в виде трех уравнений 

моментов относительно трех точек Риттера – точек схождения 

осей неизвестных стержней. 

 

6.3. Графический расчет фермы.  

Диаграмма Максвелла – Кремоны 

 

Графическое определение опорных реакций фермы осу-

ществляется в соответствии с п. 5.2 предыдущей главы. Графиче-

ское определение усилий в стержнях фермы осуществляется мето-

дом вырезания узлов путем построения силовых многоугольников 

для каждого из узлов, либо построения диаграммы Максвелла – 

Кремоны. 

Единый чертеж, включающий в себя силовой многоугольник 

внешних сил и силовые многоугольники для каждого из вырезан-

ных узлов, называется диаграммой Максвелла – Кремоны. 
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В отличие от обычного построения силовых многоугольни-

ков, построение силовых многоугольников на диаграмме отличается 

рядом существенных особенностей: 

 внешние силы, приложенные к узлам фермы (в том числе и 

реакции опор), изображают вне контура фермы; 

 части плоскости, ограниченные контуром фермы и линиями 

действия внешних сил, а также внутренние области фермы обозна-

чают заглавными буквами латинского алфавита; 

 строят замкнутый многоугольник внешних сил и силовые 

многоугольники для каждого узла, откладывая силы в порядке, со-

ответствующем выбранному направлению обхода фермы, и обозна-

чая силы малыми латинскими буквами, соответствующими обозна-

чениям смежных участков плоскости. 

 

6.4. Пример расчета плоской фермы 

 

Определим опорные 

реакции и усилия в стерж-

нях плоской фермы 

(рис. 6.2), если 1F = 1 кН, 

2F = 2 кН.  

Решение. Определим 

аналитически опорные ре-

акции, изобразив расчет-

ную схему на основном 

чертеже (рис. 6.2). Урав-

нения равновесия:  

.032:0

;03:0

;0:0

12

21

1





 

aYaFaFM

aFaFaRM

FXX

A
i

iB

B
i

i
Ai

iA  

Из уравнений равновесия следует, что АX = –1 кН, АY = 1 кН,  

BR = 1 кН. 

Определим графически опорные реакции. На рис. 6.3 пред-

ставлены веревочный АKСDА и силовой akcda многоугольники.  

Реакция BR  пронумерована номером 3, а АR  – номером 4. Из 

 

 
 

Рис. 6.2 
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построения следует, что cd = BR  и da = 4R = АR . Нетрудно убедиться, 

результаты геометрического решения совпадают с результатами 

аналитического. 

Определение усилий в стержнях фермы методом вырезания  

узлов сведено в табл. 6.1. 

   а)       б) 

 
Рис. 6.3 

 

Усилие 07 S  по второй лемме о нулевых стержнях. 

Определим усилия в стержнях 4, 5, 6 методом сечения Риттера. 

Для этого проведем сечение фермы через указанные стержни и рас-

смотрим равновесие одной из ее частей (рис. 6.4). Уравнения равно-

весия составим в виде уравнений моментов относительно двух то-

чек Риттера 1K  и 2K  и проекций сил на вертикальную ось (так как 

третья точка Риттера уходит в бесконечность):  

.045sin:0

;02:0

;0:0
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Откуда кH;24 S   

кH4,15 S ; кН16 S . 

 

Графическое опреде-

ление усилий в стержнях фермы путем построения диаграммы 

Максвелла – Кремоны поясняет рис. 6.5, на котором представлены 

схемы разбивки областей плоскости фермы на внешние и внутрен-

ние (рис. 6.5, а) и непосредственно диаграмма М – K (рис. 6.5, б). 

 
Рис. 6.4 
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Таблица 6.1 

№  

узла 

Аналитический  

способ 

Геометрический  

способ 

 

 

 

I 

 

.кН2

,кН4,1

.045sin

;045cos

2

1

1

12









S

S

SY

SSX

A

А





 

 

.кН2

,кН4,1

2

1





S

S
 

 

 

 

II 

 

.кН2

,кН1

.045sin

;045cos

4

3

13

141









S

S

SS

SSF





 

 

.кН2

,кН1

4

3





S

S
 

 

 

III 

 

.кН1;кН4,1

.045sin

;045cos

65

523

526







SS

SFS

SSS





 

  

.кН1

;кН4,1

6

5





S

S
 

 

 

 

VI 

 

 

.кН1;кН4,1

.045sin

;045cos

98

8

89







SS

SR

SS

B




 

  

.кН1

;кН4,1

9

8





S

S
 

 

Результаты расчета усилий в стержнях сведены в табл. 6.2. 
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Таблица 6.2 

Номер 

стержня 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Усилие 

S, кН 
–1,4 2 1 –2 1,4 1 0 –1,4 1 

 

   а)       б) 

 

 
Рис. 6.5 

 

Таким образом, результаты расчета усилий в стержнях фермы 

методами вырезания узлов и сечений Риттера, графическими спосо-

бами построения отдельных силовых многоугольников и диаграм-

мы Максвелла – Кремоны совпадают. Это позволяет сделать вывод 

о достоверности численных значений величин, приведенных в 

табл. 6.2. 

 

ГЛАВА 7. ПОНЯТИЕ О ТРЕНИИ 

 

7.1. Трение скольжения 
 

В теоретической механике обычно рассматривают только «су-

хое» трение между шероховатыми поверхностями тел. Различают 

трение скольжения при покое (трение сцепления) и трение сколь-

жения при движении одного тела по поверхности другого. 

Сила сопротивления относительному скольжению при стрем-

лении двигать одно тело по поверхности другого называется силой 

трения скольжения.  
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Экспериментально установлено, что максимальное значение 

силы трения равно  

NfF тр ,                          (7.1) 

где трF  – сила трения скольжения; f – 

коэффициент трения скольжения; N – 

нормальное к поверхности давление 

или нормальная к поверхности состав-

ляющая реакции (рис. 7.1). Сила трения 

трF  находится в касательной плоскости 

и направлена в сторону, противополож-

ную возможному перемещению. Вели-

чина силы трения не зависит от площа-

ди соприкосновения тел. Величина ко-

эффициента трения f  зависит от со-

прикасающихся материалов и состояния трущихся поверхностей. 

Из рис. 7.1 следует, что  

f
N

F


тр
tg .                                          (7.2) 

Угол   называется углом трения. Характеризует отклонение 

реакции шероховатой поверхности от нормали к ней. 

 

7.2. Трение качения 
 

При качении одного тела по поверхности другого за счет де-

формаций возникает пара сил сопротивления качению. На рис. 

7.2 приведены примеры качения круглого цилиндра без деформаций 

(а) и при наличии деформаций (б). 

     а)          б) 

 
Рис. 7.2   

 

 
 

Рис. 7.1 
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Из условия равновесия следует  NrQ . Момент пары сил 

сопротивления 

. NMc                                               (7.3) 

Для величины активной силы Q получим 

N
r

Q


 .                                                 (7.4) 

Расстояние   называется коэффициентом трения качения. 

Для основных материалов f
r



, то есть для приведения 

твердого тела в состояние качения требуется гораздо меньшая ак-

тивная сила Q, чем для скольжения. Поэтому трение скольжения 

стараются заменить трением качения. 

 

ГЛАВА 8. ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ 

 

8.1. Общие понятия и случай системы материальных точек 
 

Сила, с которой Земля притягивает к себе тело, называется си-

лой тяжести тела или его весом. Эта сила направлена по линии 

отвеса к Земле, то есть параллельно нити, на которой подвешен ка-

кой–либо груз. 

Пусть имеем систему материальных точек )...,,2,1( niM i  , 

находящуюся под действием сил тяжести. Допустим, что общие 

размеры системы не слишком велики. Тогда будем иметь систему 

параллельных сил тяжести )....,,2,1( niPi   Точка приложения С 

равнодействующей системы R  параллельных сил тяжести называ-

ется центром тяжести системы. 

Определим положение центра тяжести (рис. 8.1). 

Согласно теореме Вариньона: 

i
i

ic PrRr   .               ( ) 

Введем в рассмотрение единичный вектор U , параллельный 

силам тяжести. Тогда UPP ii  ; 
i

iPR 
i

iUP ,  а уравнение ( ) 

примет вид UPrUPr i
i

i
i

ic    или 0)(  UPrPr i
i

i
i

ic . 

Откуда получим выражение для определения радиуса-вектора 

центра тяжести системы материальных точек: 
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.






i
i

i
ii

c
P

rP

r                    (8.1) 

Проектируя (8.1) на оси декартовой 

системы координат с началом в точке О, 

получим выражения для координат цен-

тра тяжести: 







i
i

i
ii

c
P

xP

x ;    






i
i

i
ii

c
P

yP

y ; 

.






i
i

i
ii

c
P

zP

z                                        (8.2) 

 

8.2. Центр тяжести твердого тела 

 

Разобьем тело весом Р на сколь угодно малые частицы весом 

iP , радиусы-векторы которых ir . Тогда согласно (8.1):  

P

rP

r i
ii

c



 ,         где  
i

iPP , 

или   
P

r

r i
iii

c

 

 ,      где i  – объем частицы тела, а i  – удель-

ный вес. 

Переходя к пределу при числе частиц, стремящемся к беско-

нечности, получим в интегральной форме общую формулу для 

определения радиуса-вектора центра тяжести тела: 

 


dr
P

rc
1

,                                        (8.3) 

а для координат центра тяжести тела получим 

 


dx
P

xc

1
;     



dy
P

yc

1
;     



dz
P

zc

1
.                (8.4) 

В случае однородного тела ( const ) формулы (8.4) примут 

вид 

 
Рис. 8.1 
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 





dxxc
1

;     





dyyc
1

;     





dzzc
1

.                      (8.5) 

Если однородное тело выполнено в виде поверхности площа-

дью S или линии длиной L, то формулы (8.5) примут вид 


S

c dSx
S

x
1

;    
S

c dSy
S

y
1

;    ;
1

S

c dSz
S

z                  (8.6) 


L

c dLx
L

x
1

;    
L

c dLy
L

y
1

;    
L

c dLz
L

z
1

.                (8.7) 

Интегралы, входящие в формулы (8.5)–(8.7), называются ста-

тическими моментами соответственно объема тела, площади по-

верхности и длины линии. 

 

8.3. Методы, облегчающие определение  

положения центра тяжести 

 

Различают три метода, облегчающих определение положения 

центра тяжести: метод разбиения на части; метод отрицательных 

масс (объемов, площадей, длин); метод симметрии. 

Метод разбиения основан на разделении твердого тела на ча-

сти, центры тяжести которых либо известны, либо легко определя-

ются. Затем твердое тело представляется как система материальных 

точек в виде центров тяжестей отдельных частей и по формулам 

(8.2) определяются искомые координаты центра тяжести тела. 

Метод отрицательных масс (объемов, площадей, длин) исполь-

зуется при наличии в телах отдельных пустот достаточно правиль-

ной формы и фактически сводится к методу разбиения на части. 

Пустоты тел мысленно заполняются массой той же плотности, что и 

твердое тело. Тело разбивается на сплошное тело с заполненной пу-

стотой и тело в виде заполненной пустоты с отрицательной массой. 

Метод симметрии основан на использовании двух следующих 

теорем. 

Теорема 1. Если однородное тело имеет ось симметрии, то 

центр тяжести тела находится на этой оси. 

Теорема 2. Если однородное тело имеет плоскость симметрии, 

то центр тяжести тела находится в этой плоскости. 
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Доказательство теорем основано на разбиении твердого тела 

на отдельные части, попарно симметрично расположенные относи-

тельно оси и плоскости симметрии и имеющие одинаковые массы. 

Использование формул типа (8.2) приводит к искомому результату. 

 

8.4. Теоремы Гюльдена 

 

Теорема 1. Площадь поверхности вращения, полученной вра-

щением плоской кривой во-

круг оси, лежащей в плоско-

сти этой кривой, но не пересе-

кающей ее, равна произведе-

нию длины этой кривой на 

длину окружности, описанной 

ее центром тяжести (рис. 8.2). 

dLxdS  2 ; 

;2 
L

dLxS  

; 
L

cLxdLx  

LxS c 2 .           (8.8) 

Теорема 2. Объем тела 

вращения, полученного вра-

щением плоской фигуры во-

круг оси, лежащей в плоско-

сти этой фигуры, но не пере-

секающей ее, равен произве-

дению площади этой фигуры 

на длину окружности, опи-

санной ее центром тяжести 

(рис. 8.3). 
 

dSxd  2 ; 


S

dSx2 ; 

; 
S

cSxdSx  

Sxc 2 .                                         (8.9) 

 
Рис. 8.2 

 
Рис. 8.3 



55 
 

8.5. Примеры определения положения центра тяжести 

 

Пример 1. Определить координаты центра тяжести плоской  

однородной изогнутой линии (рис. 8.4), если известно, что 

1L  = 10 м, 2L = 4 м, 3L = 6 м. 

 

Решение. Разбиваем линию на три  

части. Тогда координаты центра тяжести 

321

332211

LLL

xLxLxL
xc




 ; 

321

332211

LLL

yLyLyL
yc




 , 

 

где х1, х2, х3, у1, у2, у3 – координаты центра тяжести отдельных  

частей линии. 

м;,726

60sin
22

321

3
1312

1
1















LLL

L
LLLL

L
L

xc



 

.м15,1

60cos
22

0

321

3
23

2
21
























LLL

L
LL

L
LL

yc



 

Пример 2. Определить координаты центра тяжести однород-

ной тонкой пластины (рис. 8.5).  

Решение. Разбиваем пластину 

на три части: треугольник – 1; 

сплошной прямоугольник – 2; круг 

с отрицательной площадью – 3. То-

гда координаты центра тяжести: 

;
321

332211

SSS

xSxSxS
xc




  

321

332211

SSS

ySySyS
yc




 , 

где S1, S2, S3 – площади выделенных частей, а 321321 ,,,,, yyyxxx  – 

координаты их центров тяжести. 

 
Рис. 8.4 

 
Рис. 8.5 
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 

 2

2

2

4

3

232

rah
bh

ar
a

ah
bbh

xc













 ;    

 

 2

2

2

2232

rah
bh

h
r

h
ah

hbh

yc





 . 

 

 Пример 3. Определить координаты центра тяжести однород-

ного усеченного конуса (рис. 8.6). 

 Решение. Разбиваем усеченный 

конус на отдельные тонкие пластины, 

параллельные основанию. Центры тя-

жести всех пластин лежат, очевидно, 

на оси y. Тогда 0cx . Объем выде-

ленной на чертеже пластины можно 

записать в виде dyrdV 2 . Тогда  









VV

i
ii

c dyyr
V

ydV
VV

yV

y
21

. 

 Объем усеченного конуса  

.
0

2

H

dyrdVV  

 Величину r найдем из соотношения 

H

RR

yH

Rr 212 





; 

 
H

yH
RRRr


 212 . 

 Представляем полученное выражение в вышеприведенные  

интегралы, после элементарных алгебраических преобразований  

задачу сведем к вычислению простых интегралов от степенной 

функции. 

 Покажем еще один способ определения координаты центра 

тяжести cy . 

 Представим усеченный конус как разность двух тел: сплошно-

го полного конуса – 1 и присоединенного конуса с радиусом осно-

вания 2R  и отрицательным объемом – 2. Воспользуемся известным 

положением, что центр тяжести полного конуса отстоит от его ос-

нования на расстоянии, равном одной четверти его высоты (при же-

 
Рис. 8.6 
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лании, по аналогии с первым способом решения, этот результат 

можно получить самостоятельно). 

V

yVyV
yc

2211 
 , 

где      HhRV  2
11

3

1
,  hRV 2

22
3

1
 ; 

 Hhy 
4

1
1

, hHy
4

1
2  . 

 Высоту h второго присоединенного конуса найдем из соотно-

шения 

1

2

R

R

hH

h



. 

 По аналогии с конусом можно рассмотреть пирамиду с любым 

основанием. 
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К И Н Е М А Т И К А 

 

ГЛАВА 1. КИНЕМАТИКА ТОЧКИ 

 

1.1. Введение 

 

Кинематика – раздел теоретической механики, занимающий-

ся изучением движения материальных тел в пространстве и времени 

с геометрической точки зрения без учета их масс и вне связи с си-

лами, вызывающими это движение. 

Пространство и время в теоретической механике считаются 

абсолютными: пространство считается трехмерным евклидовым, 

время рассматривается как непрерывно возрастающая независимая 

величина. 

Под механическим движением материальных тел понимают 

происходящее с течением времени изменение их относительного 

положения в пространстве или взаимного положения частей данно-

го тела. Для определения изменения положения тела по отношению 

к другому с последним связывают систему осей координат, называ-

емую системой отсчета. В зависимости от тела, с которым связана 

система отсчета, последняя может быть как подвижной, так и непо-

движной. При изучении движения на Земле за условно неподвиж-

ную систему отсчета обычно принимают систему осей координат, 

неизменно связанных с Землей. 

Наиболее простым материальным объектом, изучаемым в тео-

ретической механике, является материальная точка. Любое матери-

альное тело можно рассматривать как бесконечную совокупность 

материальных точек. Поэтому установление закономерностей дви-

жения материальной точки служит основой для изучения движения 

материальных тел. 

Кинематическое изучение движения точки по отношению к 

выбранной системе отсчета заключается в определении ее траекто-

рии, скорости и ускорения в любой момент времени. 

Линия, представляющая собой геометрическое место последо-

вательных положений движущейся точки в рассматриваемой систе-

ме отсчета, называется траекторией точки. 
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1.2. Способы задания движения точки 

 

Естественный способ задания движения 

 

Пусть дана некоторая траектория точки M (рис. 1.1). Выберем 

на траектории неподвижную точку О, ко-

торую назовем началом отсчета дуговой 

координаты SOM  . Выберем положи-

тельное и отрицательное направления от-

счета переменной координаты S. Очевид-

но, что положение точки M на траектории 

однозначно определяется заданием дуго-

вой координаты S, являющейся функцией 

времени: 

)(tSS  .                     (1.1) 

Задание движения точки по траектории в виде закона движе-

ния (1.1) называется естественным способом задания движения 

точки.  

Путь 00 SSMM  , пройденный точкой М по траекто-

рии, равен модулю дуговой координаты только в том случае, когда 

начало отсчета (точка О) совпадает с начальным положением точки 

М на траектории (точка М0). В общем случае для определения при-

ращения пути d , очевидно, имеем dtSdSd  , откуда получа-

ем выражение для определения конечного пути: 


t

dtS
0

 .                                        (1.2) 

 

Векторный способ задания движения 

 

Положение точки на траектории в про-

странстве однозначно определяется задани-

ем радиуса-вектора r , проведенного из не-

которого неподвижного центра О в данную 

точку М (рис. 1.2). Очевидно, что r  есть 

функция времени, то есть  

).(trr                       (1.3) 

Задание движения точки в виде радиу-

 
 

Рис. 1.1 

 
Рис. 1.2 
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са-вектора )(trr   называется векторным способом задания дви-

жения точки. 

Траектория точки является геометрическим местом концов  

радиуса-вектора движущейся точки.  

 

Координатный способ задания движения 

 

Если в точку О (рис. 1.2) поместить начало декартовой систе-

мы координат и спроецировать уравнение (1.3) на оси этой системы, 

то получим декартовые координаты движущейся точки М как 

функции времени, которые называются уравнениями движения 

точки: 

)(txx  ;   )(tyy  ;   )(tzz  .                            (1.4) 

Соответствующим образом можно записать уравнения движе-

ния точки М в проекциях на оси криволинейной системы координат. 

Так, например, в системе цилиндрических координат (рис. 1.3, а) 

уравнения движения запишутся в виде 

)(trr  ;   )(t ;   )(tzz  ,                           (1.5) 

а в системе сферических координат (рис. 1.3, б) – следующим  

образом:  

)(trr  ;   )(t ;   )(t .                           (1.6) 

  

а)           б) 

 
 

Рис. 1.3 

 

Задание движения точки в виде уравнений (1.4), (1.5) или (1.6) 

называется координатным способом задания движения точки. 

Уравнения (1.4)–(1.6) можно рассматривать как параметриче-

ские уравнения траектории точки, где роль параметра играет время 
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t. Исключая из уравнений  движения время t, можно получить урав-

нение траектории в координатной форме. Так, например, выражая t 

из первого уравнения системы (1.4) )(xt  , получим уравнение 

траектории в декартовых координатах в виде 

 )(xyy  ;    )(xzz  .                                  (1.7) 

 

Связь между способами задания движения точки 

 

Очевидно, что от одного способа задания движения точки 

можно перейти к другому. Если начало отсчета при векторном и ко-

ординатном способе совместить (рис. 1.2), то связь между ними вы-

ражается формулой 

,)()()( ktzjtyitxr                               (1.8) 

где  kji ,,  – единичные векторы декартовой системы координат.  

Для установления связи между естественным и координатным 

способами представим элемент дуги траектории точки через при-

ращения декартовых координат в виде 

222222 )()()( dtzdtydtxdzdydxds   . 

Откуда получим искомую связывающую формулу: 

dtzyxS
t

222

0
  .                                  (1.9) 

Связь между декартовыми и цилиндрическими координатами 

осуществляется по формулам 

zzryrx  ;sin;cos ,                            (1.10) 

а между декартовыми и сферическими координатами – следующим 

образом: 

.cos;sinsin;cossin  rzryrx              (1.11) 

 

1.3. Скорость точки 

 

Скорость – векторная величина, характеризующая быстроту и 

направление движения точки в данной системе отсчета. 

 

Векторный способ задания движения 

 

В соответствии с определением, средняя скорость точки на ко-
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нечном отрезке перемещения MM1 (рис. 1.4) запишется в виде 

.cp
t

r
V




  

Тогда скорость в произвольной точке 

dt

rd

t

r
V

t







 0
lim . 

 

Таким образом, при задании ради-

уса-вектора точки )(trr   скорость точ-

ки определяется по формуле 

r
dt

rd
V  .                 (1.12) 

Скорость направлена по касатель-

ной к траектории движения точки. 

 

 

Координатный способ задания движения 

 

Перейдем от координатного способа задания движения к век-

торному. Тогда, согласно (1.12), получим 

kVjViVkzjyixrV zyx   ,                   (1.13) 

где zVyVxV zyx   ,,  – проекции скорости на оси декартовой 

системы координат.  

Модуль вектора скорости 
222 zyxV   .                                (1.14) 

Направление вектора скорости определяется косинусами углов 

между V  и осями координат:

 

V

V
iV x



),cos( ;    
V

V
jV

y




),cos( ;    
V

V
kV z



),cos( .      (1.15) 

В частном случае плоского движения (рис. 1.5) имеем 

jViVV yx


 ,   22

yx VVV  ,   
V

V
iV x



),cos( . 

 
 

Рис. 1.4 
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В случае криволинейной ортогональной системы координат q1, 

q2, q3, например, рассмотренных выше цилиндрической или сфери-

ческой, радиус-вектор точки можно 

представить в виде функции 

),,( 321 qqqrr  . Тогда 

3
3

2
2

1
1

q
q

r
q

q

r
q

q

r
V 














 .   ( ) 

Частные производные можно 

представить в виде 

)3,2,1(0 












q
q

r

q

r
, 

где 
0
q  – единичный вектор, направ-

ленный вдоль координаты q  

)3,2,1(  . 

Учитывая, что декартовые координаты x, y, z связаны с криво-

линейными 321 ,, qqq : 

),,( 321 qqqxx  ;   ),,( 321 qqqyy  ;   ),,( 321 qqqzz  , 

введем в рассмотрение коэффициенты Лямэ :H  

222

















































q

z

q

y

q

x

q

r
H .               (1.16) 

Тогда выражение для скорости ( ) можно представить в виде 
0
333

0
222

0
111 qqHqqHqqHV   , 

откуда для проекций скорости на криволинейные ортогональные 

оси координат имеем следующие выражения: 

333222111 ;; qHVqHVqHV   ,                  (1.17) 

а для модуля вектора скорости – следующую формулу: 

2
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1

2
3

2
2

2
1 qHqHqHVVVV   .           (1.18) 

В случае цилиндрической системы координат, учитывая (1.10), 

коэффициенты Лямэ определяются следующим образом: ;1rH

1;  zHrH . Тогда проекции скорости в соответствии с (1.17) 

запишутся в виде 

rVr  ;    rV ;   zVz  ,                           (1.19) 

 
 

Рис. 1.5 
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а для модуля вектора скорости в соответствии с (1.18) находим  

2222 zrrV   .                              (1.20) 

В случае сферической системы координат, учитывая (1.11), ко-

эффициенты Лямэ определяются следующим образом: ;1rH  

rHrH   ;sin . Тогда проекции скорости в соответствии с 

(1.17) запишутся в виде 

rVr  ;    sinrV ;   
rV ,                     (1.21) 

а для модуля вектора скорости в соответствии с (1.18) находим 

222222 sin   rrrV .                       (1.22) 

 

Естественный способ задания движения 

 

При движении точки по траектории радиус-вектор точки мож-

но представить в виде функции дуговой координаты )(Srr  . То-

гда, рассматривая ее как сложную функцию времени t, в соответ-

ствии с формулой (1.12) получим  

dt

dS

dS

rd

dt

rd
V  .                                      (  ) 

Вектор  

S

r

dS

rd

S 




 0
iml  

направлен по касательной к траектории, а его модуль 

1iml
0







 S

r

dS

rd

S
. 

Таким образом, вектор dSrd /  явля-

ется единичным вектором, направленным по 

касательной к траектории. Отсюда в соответ-

ствии с (  ) следует (рис. 1.6), что 


dt

dS
V .                             (1.23) 

 

Модуль вектора скорости 

dt

dS
V  ,                            (1.24) 

 
 

Рис.1.6 
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а алгебраическая величина скорости 

dt

dS
V  .                                        (1.25) 

 

Годограф вектора скорости точки 

 

Пусть точка движется по траектории. Отметим ряд положений 

движущейся точки М1, М2, ..., Мn и покажем скорости точки в этих 

положениях  ,1V ,2V  ,...  nV  

(рис. 1.7, а). Выбрав в про-

странстве некоторую непо-

движную точку О1, отло-

жим от этой точки векторы, 

геометрически равные ско-

ростям nVV V  ,...,, 21 , и со-

единим концы этих векто-

ров (рис. 1.7, б). 

Годографом скорости 
называется геометрическое место последовательных положений 

концов векторов скорости движущейся точки, отложенных от одной 

и той же произвольной точки пространства. 

Проведем через точку О1 (рис. 1.7, б) оси координат Х, Y, Z, 

параллельные основным осям x, y, z. Тогда координаты точек годо-

графа Х, Y, Z будут равны проекциям скорости на оси координат: 

zVZyVYxVX zyx   ;; .                   (1.26) 

Уравнения (1.26) называются параметрическими уравнени-

ями годографа скорости. Скорость точки, описывающей годограф 

скорости в соответствии с (1.12), равна  

dt

Vd
u  . 

 

1.4. Ускорение точки 

 

Ускорение – векторная величина, характеризующая быстроту 

изменения модуля и направления скорости точки. 

 

  

a)                                  б) 

 
Рис. 1.7 
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Векторный способ задания движения 

 

В соответствии с определением среднее ускорение точки на 

конечном отрезке перемещения ММ1 (рис. 1.8) запишется в виде  

t

V
a




ср . 

Тогда ускорение в произволь-

ной точке 

dt

Vd

t

V
a

t







 0
iml . 

Таким образом, при задании 

радиуса-вектора точки )(trr   

ускорение точки определяется по 

формуле 

r
dt

rd

dt

Vd
a 

2

2

.                (1.27) 

Из (1.27) следует, что ускорение точки равно скорости точки, 

описывающей годограф скорости, то есть Ua  . 

Ускорение a  лежит в соприкасающейся в точке М плоскости и 

направлено в сторону вогнутости траектории (см. рис. 1.10). 

 

Координатный способ задания движения 

 

Перейдем от координатного способа задания движения к век-

торному. Тогда, согласно (1.27), получим 

kajaiakzjyixra zyx   ,                    (1.28) 

где xax  ,   yay  ,   zaz   – проекции ускорения на оси декарто-

вой системы координат.  

Модуль вектора ускорения 

.222 zyxa                                    (1.29) 

Направление вектора ускорения определяется косинусами уг-

лов между a  и осями координат: 

        
a

a
ia x



),cos( ;    
a

a
ja

y




),cos( ;    
a

a
ka z



),cos( .        (1.30) 

В частном случае плоского движения (рис. 1.9) имеем 

 
 

Рис. 1.8 
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yxyx aajaiaa  ;   22
yx aaa  ;   

a

a
ia x



),cos( . 

В случае криволинейной 

ортогональной системы коорди-

нат q1, q2, q3, например, цилин-

дрической или сферической, в 

соответствии с п. 1.3 можно за-

писать 

00













qHq

q

r

q

r
. 

Поэтому единичный вектор 

оси (
0
q ) криволинейных коор-

динат можно записать в виде 









q

r

H
q

10
. 

Отсюда для проекции ускорения точки на данную ось полу-

чаем 









q

r

dt

Vd

H
qaa

10
 

или 































q

r

dt

d
V

q

r
V

dt

d

H
a

1
.                      (1.31) 

В соответствии с (1.31) проекции ускорения на оси  

цилиндрической системы координат запишутся в виде 
2  rrar ;      rra 2 ;    zaz  ,                 (1.32) 

а на оси сферической системы координат – следующим образом: 
222 cos   rrrar ; 

 



22 cos

cos

1
r

td

d

r
a ;                          (1.33)  

   sincos
1 22  rr

td

d

r
a . 

Соответственно модуль ускорения в цилиндрической системе 

координат запишется в виде 

 
 

Рис. 1.9 
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222
zr aaaa   ,                                (1.34) 

а в сферической 
222
  aaaa r .                                (1.35) 

Как частный случай, из формул для определения скорости и 

ускорения в проекциях на оси сферической системы координат не-

трудно получить формулы для определения скорости и ускорения в 

проекциях на оси полярной системы координат ),( r , положив 

0 . 

 

Естественный способ задания движения 

 

Пусть точка М движется по траектории. Построим в точке М 

естественный трехгранник (рис. 1.10): 

I – соприкасающаяся плоскость; 

II – нормальная плоскость, перпендикулярная к касательной; 

III – спрямляющая, перпендикулярная к плоскостям I и II. 

Плоскости I, II, III образуют естественный трехгранник, а 

оси их пересечения – касательная, главная нормаль и бинормаль 

– образуют естественные оси координат с единичными векторами 

n,  и b . 

В отличие от обычной декартовой системы координат есте-

ственные оси координат движут-

ся вместе с точкой. 

В процессе движения точки 

по траектории вектор  , остава-

ясь постоянным по модулю, 

непрерывно меняет свое направ-

ление, то есть является функцией 

дуговой координаты )(S . 

 

Вектором кривизны кри-

вой в точке М называется вектор 

dS

d
к


 ,            (1.36) 

характеризующий поворот каса-

тельной к кривой. 

 
Рис. 1.10 
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Можно показать, что вектор к  направлен вдоль главной нор-

мали, и формулу (1.36) преобразовать к виду 

nк



1

,                                         (1.37) 

где   – радиус кривизны кривой в точке М (радиус соприкасаю-

щейся в точке М окружности). 

Введенные понятия естественных координатных осей и векто-

ра кривизны кривой позволяют определить ускорение точки в про-

екциях на эти оси координат. С учетом (1.23) и (1.27) имеем 

к
dt

dS

dt

Sd

dt

dS

dS

d

dt

dS

dt

Sd

dt

d

dt

dS

dt

Sd

dt

Vd
a

2

2

2

2

2

2

2















 . 

С учетом (1.37) 

naan
V

dt

dV
n

dt

dS

dt

Sd
a 













 

22

2

2 1
,       (1.38) 

где a  – касательное ускорение; na  – нормальное ускорение. 

Модуль касательного ускорения 

dt

dV

dt

Sd
a  2

2

,                                       (1.39) 

а алгебраическая величина касательного ускорения 

dt

dV

dt

Sd
a  2

2

.                                      (1.40) 

Величина нормального ускорения всегда положительна: 















22
1 V

dt

dS
an .                                   (1.41) 

Модуль полного ускорения точки 

22
naaa   .                                       (1.42) 

Касательное ускорение a  характеризует быстроту изменения 

величины скорости; нормальное ускорение na  характеризует вели-

чину скорости и кривизну траектории. При движении по прямой 

  и 0na . 

Величины проекций ускорения на оси естественных координат 
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a  и na  можно выразить через проекции скорости и ускорения на 

оси декартовой системы координат. 

Рассмотрим скалярное произведение векторов 

VaVaVa n       или    VaVa  . 

Откуда                   
V

VaVaVa

V

Va
a

zzyyxx 



 .                    (1.43) 

Рассмотрим векторное произведение векторов: 

VaVaVa n       или    VaVaVa nn  . 

Откуда                                    
V

Va
an


 .                                    (1.44) 

При движении точки в плоскости из (1.44) следует 

.
V

VaVa
a

xyyx
n


                                       (1.45) 

 

1.5. Частные случаи движения точки  

 

Рассмотрим ускорение точки в проекциях на оси естественных 

координат. Тогда на основе вышеприведенных формул можно сде-

лать следующие выводы.  

Случай 1. .0,0  naa  

Равномерное прямолинейное движение.  

Случай 2. .0,0  naa  

Равномерное криволинейное движение.  

Случай 3. .0,0  naa  

Неравномерное прямолинейное движение.  

Случай 4. .0,0  naa  

Неравномерное криволинейное движение.  

Движение точки при consta  называется равноперемен-

ным. Получим уравнение равнопеременного движения:  

.;;
00

  

tV

V

dtadVdtadVa
dt

dV
 

Получим формулу для определения скорости при равнопере-

менном движении точки: 



71 
 

.0 taVV                                       (1.46) 

Аналогично получим закон равнопеременного движения точки 

по траектории: 

,
2

1 2
00 tatVSS                                 (1.47) 

где 0S  – начальная дуговая координата; 0V  – величина начальной 

скорости.  

 

1.6. Примеры решения задач  

 

Пример 1. Точка движется по закруглению радиуса R = 1 м по 

закону tS 3sin2 2  м. Определить ее скорость и ускорение в мо-

мент времени 12/1 t  с. 

Решение. Движение точки задано естественным способом, по-

этому величина скорости точки 

.6sin33cos3sin6 tttSV    
В момент времени 12/t  с. 

3)12/(6sin3 V  м/с. 

Величина касательного ускорения 

точки 

.6cos18 tVa 
  

В момент времени 12/t  с 

.0)12/(6cos18 a  

Величина нормального ускорения точки в момент времени 

12/t  с 

 91/3// 222  RVVan  м/с
2
. 

Модуль полного ускорения точки 

990 2222   naaa  м/с
2
. 

 Направления векторов скорости и ускорения представлены на 

рис. 1.11. 

Пример 2. Уравнения движения точки м,,1 2tx   .м,2tу   

Определить уравнение траектории точки в координатной форме, 

скорость и ускорение точки, радиус кривизны траектории в момент 

времени t = 1 c.  

 
Рис. 1.11 
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Решение. Движение точки 

задано координатным способом. 

Исключая время t из уравнений 

движения, получим уравнение 

траектории в координатной  

форме:  

4/1;2/ 2yxyt  , 

откуда следует, что траекторией 

является верхняя ветвь параболы 

(рис. 1.12).  

Координаты точки в момент 

времени t = 1 c:  

.м212м,211 2  уx  

Проекции скорости 

txV 2  ; при .м/c2м/c;2c1  yVVt yx   

Модуль вектора скорости  

.м/с822  yx VVV  

Направление скорости 

.
2

2

8

2
),cos( 



V

V
iV x  

Проекции ускорения  

.0;м/с2 2  yyxx VaVa 
 

Модуль вектора ускорения  

.м/с2 222  yx aaa  

Направление ускорения  

.1
2

2
),cos( 



a

a
ia x  

Величина касательного ускорения  








2м/c2

8

2022

V

VaVa
Va

yyxx  

Величина нормального ускорения  

 
22222 м/c2)2(2aaan  

 

 
 

Рис. 1.12 
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Радиус кривизны  

.м24
2

82


na

V
 

 

ГЛАВА 2. ПРОСТЕЙШИЕ ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА  

 

2.1. Поступательное движение тела  
 

Поступательным движением твердого тела называется та-

кое движение, при котором любая прямая, соединяющая две точки 

тела, движется параллельно самой себе.  

Теорема. Все точки твердого тела, движущегося поступатель-

но, описывают одинаковые траектории и в каждый момент времени 

имеют равные скорости и ускорения. 

Пусть твердое тело движется 

поступательно относительно некото-

рой системы координат Оxуz 

(рис. 2.1). Выберем две произволь-

ные точки А и В с радиусами-

векторами Ar  и Br . Так как тело дви-

жется поступательно, то отрезок АВ 

в процессе движения остается парал-

лельным своему начальному поло-

жению. Отсюда следует, что в любой 

момент времени const
11
 BAАB rr . 

Очевидно, что АBАB rrr  . Поэтому если траекторию точки А пе-

реместить по направлению АBr  на расстояние АВ, то она совпадет с 

траекторией точки В.  

Скорость точки В 

,)( AAАBААBАBB Vrrrrr
dt

d
rV    

то есть скорости точек А и В геометрически равны.  

Ускорение точки В 

,AАBB aVVa    

то есть ускорения точек А и В также геометрически равны. 

Так как точки А и В выбраны произвольно, то полученные со-

 
Рис. 2.1 
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отношения справедливы для всех точек тела.  

Установленные свойства позволяют свести изучение поступа-

тельного движения тела к изучению движения отдельной точки это-

го тела, то есть к кинематике точки. Уравнениями поступательного 

движения твердого тела являются уравнения движения любой точки 

этого тела, в качестве которой обычно принимают центр тяжести 

(центр масс):  

).();();( tzztyytxx cccccc                      (2.1) 

Так как положение твердого тела при поступательном движе-

нии определяется тремя независимыми параметрами, то говорят, 

что оно имеет три степени свободы.  

 

 

2.2. Вращательное движение.  

Линейные и угловые скорости и ускорения 

 

Вращательным движением твердого тела называется такое 

движение, при котором остаются неподвижными все его точки, ле-

жащие на некоторой прямой, называемой осью вращения.  

Все остальные точки тела движутся в плос-

костях, перпендикулярных оси вращения, и опи-

сывают окружности, центры которых находятся 

на оси вращения.  

Проведем через ось вращения (рис. 2.2) две 

плоскости: неподвижную Р и подвижную Q, 

неизменно связанную с телом. Положение твердо-

го тела, очевидно, определяется величиной дву-

гранного угла   между этими плоскостями и 

направлением вращения. В механике принято за 

положительное направление принимать такое, 

чтобы, смотря навстречу оси вращения, видеть вращение происхо-

дящим против хода часовой стрелки. Таким образом, уравнением 

вращательного движения тела является величина угла поворота   

как функция времени t, то есть  

).(t                       (2.2) 

Твердое тело имеет одну степень свободы. 

Определим скорость и ускорение точки тела М (рис. 2.3). Вве-

дем в рассмотрение неподвижную точку О на оси вращения и зада-

 
Рис. 2.2 
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дим положение точки М радиус-вектором r . Направим вдоль оси 

вращения единичный вектор k . 

Согласно кинематике точки ско-

рость  

.
sin

1
rk

r
rkR

R
dt

dR

dt

dS
V















 

Таким образом, скорость точки  

.rV                    (2.3) 

Вектор k  , характеризующий 

быстроту изменения угла поворота и 

направление вращения твердого тела, 

называется угловой скоростью. 

Модуль вектора скорости и его алгебраическая величина за-

пишутся соответственно в виде  

.; RVRV 
         

(2.4)  

Вектор скорости V  направлен по касательной к окружности 

вращения или перпендикулярно радиусу этой окружности R. Вектор 

угловой скорости   направлен вдоль оси вращения z.  

Согласно кинематике точки, учитывая (2.3), получим выраже-

ние для ускорения: 

,  aaVrrrVа               (2.5) 

где а  – вращательное ускорение; а  – центростремительное 

ускорение.  

Вектор k  , характеризующий быстроту изменения 

модуля и направления угловой скорости тела, называется угловым 

ускорением.  

Вектор углового ускорения   направлен вдоль оси вращения z.  

Если по аналогии с годографом линейной скорости точки вве-

сти понятие годографа угловой скорости тела, то можно сделать 

вывод, что годографом угловой скорости является прямая, совпа-

дающая с осью вращения, а скорость точки, описывающей годо-

граф, равна угловому ускорению  U . 

В соответствии с (2.5) величины вращательного и центростре-

мительного ускорений точки, а также модуль полного ускорения  

 
Рис. 2.3 
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точки М можно представить в виде  

.;; 22222   RaaaRaRа         (2.6)  

Нетрудно убедиться, что вращательное а  и центростреми-

тельное а  ускорения представляют собой не что иное, как каса-

тельное и нормальное ускорения точки, движущейся по окружно-

сти. Действительно, их направления совпадают, а величины уско-

рений: 

.;
)( 2

2
na

R

V
Raa

dt

dV

dt

Rd
R

dt

d
Ra 





     (2.7)  

Целесообразность введения новой терминологии (вращатель-

ное и центростремительное) обусловлена тем, что в случае движе-

ния твердого тела составляющие ускорения могут быть определены 

через его угловые характеристики   и  .  

Рассмотрим частные случаи вращения.  

Вращение тела, при котором угловое ускорение соnst , 

называется равнопеременным. При этом если абсолютная величи-

на угловой скорости увеличивается, то вращение – равноускорен-

ное, а если уменьшается – равнозамедленное.  

Используя формулы для определения величин   и  , путем 

интегрирования получим уравнение равнопеременного вращения:  

2
00

2

1
tt  ,                                     (2.8)  

где 0  – начальный угол поворота; 0  – величина начальной угло-

вой скорости.  

Вращение тела, при котором соnst , называют равномер-

ным.  

Из (2.8) при   = 0, const0   следует уравнение равно-

мерного вращения: 

t 0 .                                          (2.9)  

В технике часто используют другую характеристику враща-

тельного движения тела – число оборотов в единицу времени n. 

Установим связь между n и  . 

Из (2.9) следует  

,2
20 n

t

N

t






                                 (2.10)  

где N – число оборотов тела за время t; n – число оборотов в секунду.  
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Часто вводят в рассмотрение число оборотов в минуту. Тогда, 

чтобы получить размерность угловой скорости в [с
–1

], будем иметь 

следующую формулу:  

,
3060

2 nn 



                                        (2.11) 

где n – число оборотов в минуту. 

 

2.3. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Копровая баба при забивке сваи падает с высоты  

H = 2,5 м, а для ее поднятия на эту же высоту требуется втрое 

больше времени, чем на движение вниз. Свободное падение копро-

вой бабы совершается с ускорением  2м/с8,9g  Ударив сваю, ко-

провая баба движется вместе с ней в течение времени 2t  = 0,02 c до 

остановки, причем свая углубляется в грунт на глубину h = 0,06 м. 

Определить начальную скорость движения сваи, считая его равно-

замедленным, а также количество ударов копровой бабы в одну ми-

нуту.  

Решение. Рассмотрим поступательное движение копровой ба-

бы при падении до соприкосновения со сваей. Тогда уравнение ее 

движения запишется в виде 
2

00
2

1
gttVSS  . Откуда, полагая 

,0 HSS   ,00 V  находим время падения копровой бабы до удара: 

7,08,9/5,22/21  gHt (с). Полное время движения копро-

вой бабы вниз 72,002,07,021  ttt (с). Время, затрачиваемое 

на весь цикл удара (опускание + подъем),  )(3 2121 ttttT

9,272,0372,0   (с). Тогда количество ударов копровой бабы в 

минуту равно 209,2/60/60  ТN .  

Рассмотрим поступательное движение копровой бабы вместе 

со сваей после удара. Тогда уравнение ее движения и скорость за-

пишутся в виде 

.;
2

1
0

2
00 atVVattVSS   

Рассмотрим эти выражения в момент остановки сваи t = 2t  и, 

учитывая, что S – S0 = h, V = 0, можем записать  
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.0;
2

1
20

2
220 atVattVh   

Выражая из второго уравнения величину ускорения 20 / tVа   

и подставляя в первое, получим формулу для определения величи-

ны начальной скорости сваи: 

.м/с602,0/06,02/2;
2

1
20

2

2
20

20  thV
t

tV
tVh  

Пример 2. Вращение маховика в период пуска машины опре-

деляется уравнением 
3

3

1
t , где t измеряется в секундах,   – в ра-

дианах. Определить ускорение точки маховика, отстоящей от оси 

вращения на 0,5 м, в тот момент, когда величина ее скорости равна 

8 м/с. 

Решение. Величины угловых характеристик вращения 

.2;2 tt    

Величина скорости точки RV  . В момент времени, когда 

V = 8 м/с, получим 

 1с16
5,0

8

R

V
 

Тогда время, соответствующее достижению угловой скорости, 

определим из вышеописанного выражения 4t  с. 

Величина углового ускорения  2c82t  

Величины вращательного и центростремительного ускорений 

;м/c45,08 2 Ra  


222 м/c1285,016Ra  

Модуль полного ускорения точки 

 
22222 м/c1284ааа  

Направление полного ускорения точки определяется углом  : 

.32/116/8//tg 22   aa  
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ГЛАВА 3. ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ 

ТВЕРДОГО ТЕЛА 

 

3.1. Свойства плоскопараллельного движения твердого тела. 

Движение плоской фигуры в ее плоскости 

 

Плоскопараллельным или плоским называется такое движе-

ние твердого тела, при котором каждая точка тела движется в плос-

кости, параллельной некоторой неподвижной плоскости. 

Установим свойства плоского движения твердого тела 

(рис. 3.1). Пусть Q – неподвижная плоскость. Рассмотрим движение 

точек твердого тела, расположенных на одном перпендикуляре к 

неподвижной плоскости Q. Пусть произвольные точки M и M1 твер-

дого тела лежат на этом перпендикуляре. 

В соответствии с определе-

нием отрезок MM1 движется по-

ступательно. Отсюда следует, что 

точки M и M1 описывают одина-

ковые траектории, имеют равные 

скорости и ускорения, то есть 

,
1MM VV  .

1MM aa   

Основываясь на этом свой-

стве плоского движения твердого 

тела, можно установить, что дви-

жение каждой точки плоской фи-

гуры в неподвижной плоскости P 

определяет собой движение всех 

точек твердого тела, расположенных на перпендикуляре к плоско-

сти Q в точке M (рис. 3.1). Это позволяет изучение плоского движе-

ния твердого тела свести к изучению движения плоской фигуры в ее 

плоскости. 

Так как положение плоской фигуры на ее плоскости вполне 

определяется положением двух ее точек или положением отрезка, 

соединяющего эти точки, то движение плоской фигуры можно изу-

чать как движение прямолинейного отрезка в этой плоскости. 

Покажем, что движение плоской фигуры в ее плоскости можно 

разложить на два простейших движения: поступательное и враща-

тельное. 

 
 

Рис. 3.1 
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Рассмотрим движение плоской фигуры, образованной сечени-

ем тела неподвижной плоскостью (рис. 3.2). 

Предположим, что плоская фигура переместилась в плоскости 

из положения I в положение II. Пе-

реместим плоскую фигуру поступа-

тельно так, чтобы точка A переме-

стилась в точку A1, а точка B описа-

ла траекторию точки A. Тогда точка 

B займет некоторое положение В . 

Затем повернем фигуру вокруг точ-

ки A1 на угол 1  так, чтобы точка В  

совпадала с точкой B1. На рис. 3.2 

изображен второй возможный вари-

ант с поступательным перемещени-

ем точки B. Как видно из чертежа, 

поступательное перемещение раз-

лично в приведенных вариантах, а вращательное движение одина-

ково, величина угла поворота  21 . Так как точки A и B вы-

браны произвольно, то возможно бесчисленное множество рассмат-

риваемых вариантов перемещения. 

Таким образом, можно сделать следующий вывод. 

Всякое перемещение плоской фигуры в ее плоскости можно 

рассматривать как совокупность двух перемещений: поступатель-

ного перемещения плоской фигуры вместе с произвольной точкой, 

называемой полюсом, и вращательного перемещения вокруг этого 

полюса. При этом поступательное перемещение зависит от выбора 

полюса, а вращательное не зависит. 

В соответствии с полученным 

выводом о разложении движения 

плоской фигуры уравнения движения 

можно представить как совокупность 

уравнений поступательного и враща-

тельного перемещений (рис. 3.3): 

).();();( ttyytxх AAAA  (3.1) 

Векторы угловой скорости   и  
углового ускорения  , согласно п. 2.2, 

 
Рис. 3.2 

 
Рис. 3.3 
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направлены вдоль оси, проходящей через полюс, перпендикулярно 
плоскости фигуры (рис. 3.4, а). 

Иногда направления   и   условно обозначают так, как изоб-
ражено на рис. 3.4, б. Если направления   и   совпадают, то вра-
щение ускоренное, если нет – то замедленное.  

Так как вращательное перемещение не зависит от выбора по-
люса, то векторы   и   свободные. 

  а)       б) 

 
Рис. 3.4 

 

3.2. Скорости точек плоской фигуры 
 
Теорема 1. Скорость любой точки плоской фигуры равна гео-

метрической сумме скорости полюса (скорости при поступательном 
движении) и скорости точки при вращательном движении фигуры 
вокруг полюса. 

Определим положение полюса и 
произвольной точки плоской фигуры 
векторно. Из рис. 3.5 следует, что 

.ABAB rrr   

Тогда скорость точки В 

ABAABABB VVrrrV   ,   (3.2) 

где AV  – скорость полюса; ABV  – ско-

рость точки В при вращательном дви-
жении фигуры вокруг полюса А.  

Согласно теории вращательного движения вращательная ско-

рость ABV  равна 

ABAB rV                                   (3.3) 

и направлена перпендикулярно радиусу вращения точки В вокруг 
полюса А в сторону вращения. 

 
Рис. 3.5 
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Следствие (теорема о проекциях скоростей точек плоской  

фигуры). Проекции скоростей точек плоской фигуры на ось, прохо-

дящую через эти точки, равны. 

Пусть ось х проходит через 

точки плоской фигуры А, В и С 

(рис. 3.6). Согласно (3.2) имеем 

,; ACACABAB VVVVVV    
так как ABV  и AСV  перпендикуляр-

ны оси х, то получим равенство про-

екций скоростей: 

.AxCxBx VVV             (3.4) 

 

 
 

3.3. Мгновенный центр скоростей и определение  

с его помощью скоростей точек плоской фигуры 

 

Мгновенным центром скоростей называется точка плоской 

фигуры, скорость которой в данный момент времени равна нулю. 

Покажем существование такой точки. 

Пусть известна скорость некоторой точки AV  

плоской фигуры и угловая скорость   в некото-

рый момент времени (рис. 3.7). Примем точку А 

за полюс. Проведем к AV  в точке А перпендику-

ляр так, чтобы направление поворота скорости 

AV  к этому перпендикуляру совпадало с направ-

лением вращения фигуры. Возьмем на перпен-

дикуляре такую точку Р, чтобы ее вращательная 

скорость AРV  по модулю равнялась скорости полюса AV , то есть 

AAР VV  . Согласно (3.2) .0 AРAР VVV  

Таким образом, точка Р в рассматриваемый 

момент времени является мгновенным цен-

тром скоростей. Положение точки Р опре-

деляется из соотношения .AАР VАРV   

Откуда  /AVАР .  

Определим скорости точек А, В и С 

плоской фигуры, приняв за полюс мгновен-

 
Рис. 3.6 

 
Рис. 3.7 

 
Рис. 3.8 
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ный центр скоростей Р (рис. 3.8). На основании (3.2) имеем  

;;

;

РАVРАV

VVVV

АА

РАРАРА




 

;;

;

РВVРВV

VVVV

ВВ

РВРВРВ





 

.;

;

РСVРСV

VVVV

СС

РСРСРС





 

Таким образом, скорость любой точки плоской фигуры в каж-

дый момент времени имеет модуль, равный произведению угловой 

скорости фигуры на длину отрезка, соединяющего точку с мгновен-

ным центром скоростей, и направлена перпендикулярно этому от-

резку в сторону вращения фигуры.  

Из вышеприведенных выражений для определения величин 

скоростей произвольных точек А, В и С следует, что  

PA

PC

V

V

PA

PB

V

V

A

C

A

B  ; ,                              (3.5) 

то есть модули скоростей точек плоской фигуры в каждый момент 

времени пропорциональны расстояниям от этих точек до мгновен-

ного центра скоростей. Величина скорости точки плоской фигуры 

может быть также определена по формуле  

.PBVB                                       (3.6) 

Таким образом, для определения скоростей точек плоской фи-

гуры необходимо знать положение мгновенного центра скоростей  

и угловую скорость плоской фигуры.  

Исходя из полученного распределения скоростей, можно сде-

лать вывод, что в данный момент времени плоская фигура имеет 

только вращательное движение вокруг точки P, поэтому мгновенный 

центр скоростей P называют еще мгновенным центром вращения.  

В процессе движения положение точки P непрерывно меняется 

как в неподвижной плоскости, так и в подвижной, движущейся вме-

сте с плоской фигурой. Геометрическое место последовательных 

положений мгновенных центров скоростей называют соответствен-

но неподвижной и подвижной центроидой или полодией.  

Движение плоской фигуры в ее плоскости можно представить 

в виде качения без скольжения подвижной центроиды по непо-

движной. 

Рассмотрим различные случаи определения положения мгно-
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венного центра скоростей.  

Случай 1. AV ║ BV . Известны линии 

действия векторов скоростей двух точек A 

и B плоской фигуры, не параллельные 

друг другу (рис. 3.9). Тогда в соответствии 

с выше установленным направлением ско-

ростей (см. рис. 3.8) можно утверждать, 

что мгновенный центр скоростей лежит на 

пересечении перпендикуляров, проведенных к линиям действия 

скоростей в точках А и В.  

Случай 2. AV ║ BV . Скорости двух 

точек А и В плоской фигуры параллельны, 

и эти точки не лежат на общем перпенди-

куляре к скорости (рис. 3.10).  

В этом случае точка пересечения пер-

пендикуляров уходит в бесконечность, 

 РВРА . Откуда следует, что 

 PAVA / 0/ PBVB , то есть движение 

плоской фигуры мгновенно поступатель-

ное.  

Случай 3. AV ║ BV . Скорости двух точек А и В плоской фигу-

ры параллельны, эти точки лежат на общем перпендикуляре к ско-

ростям (рис. 3.11). Известны величины скоростей. 

В первых двух изображенных подслучаях (рис. 3.11, а, б) точка 

Р находится как точка пересечения общего перпендикуляра с пря-

мой, соединяющей концы векторов скоростей. В третьем подслучае 

(рис. 3.11, в) ,Р  имеем мгновенно поступательное движение.  

а)    б)      в) 

 
Рис. 3.11 

 
Рис. 3.9 

Рис. 3.10 
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Случай 4. Качение без скольжения твердо-

го тела по неподвижной поверхности другого 

(рис. 3.12).  

Мгновенный центр скоростей Р, очевидно, 

находится в точке касания твердого тела с непо-

движной поверхностью.  

 

3.4. План скоростей 

 

Допустим, что известны скорости точек А, В, С и D плоской 

фигуры (рис. 3.13, а). Отложим из произвольной точки О в выбран-

ном масштабе вектора ,,,, odocbooa  равные скоростям этих точек, 

и соединим точки a, b, c, d отрезками прямых (рис. 3.13, б).  

Построенная при точке О фигура называется планом ско-

ростей.  

Из плана скоростей следует  

аbоаоb   
или  

    аbVV AB  .                                         ( ) 

Принимаем точку А за полюс, можем записать  

.ABAB VVV                                           (  ) 

    

а)       б) 

 
 

Рис. 3.13 

 

Сопоставляя выражения ( ) и (  ), можно сделать вывод, что 

ABVаb  . Аналогично BCVbc  ; CDVcd   и так далее.  

Таким образом, каждый из отрезков плана скоростей, соеди-

няющих концы скоростей точек плоской фигуры, равен вращатель-

ной скорости соответствующей точки. Поэтому  

 
Рис. 3.12 
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.;

;;

;;

СDcdCDcd

ВСbcBCbс

АВabABab







 

По плану скоростей можно геометрически определить ско-

рость любой точки плоской фигуры.  

Для построения плана скоростей необходимо знать скорость 

одной точки плоской фигуры и прямую, по которой направлена 

скорость другой точки. Если скорость и прямая параллельны, то до-

полнительно необходимо знать модуль скорости и другой точки.  

 

3.5. Ускорения точек плоской фигуры  

 

Теорема. Ускорение любой точки плоской фигуры равно гео-

метрической сумме ускорения полюса (ускорения при поступатель-

ном движении) и ускорения точки при вращательном движении фи-

гуры вокруг полюса.  

Согласно теореме о скоростях точек плоской фигуры имеем  

.ABAB rVV   

Тогда ускорение точки  

ABABABB rrVVa    

или  

,ABAABABAABABAB aaaaaVraa        (3.7) 

где Aa  – ускорение полюса А; 

ABa  – вращательное ускорение точки 

В при вращении плоской фигуры вокруг полюса А; 
ABa  – центро-

стремительное ускорение точки В при вращении плоской фигуры 

вокруг полюса А; ABa  – полное ускорение точки В при вращении 

плоской фигуры вокруг полюса А.  

Абсолютная величина ускорения 

ABa  равна  

   
.42

22



 

AB

aaa ABABAB

 

            (3.8) 

Направления всех векторов ускоре-

ний изображены на рис. 3.14. Ускорение 
 

Рис. 3.14 
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ABa  направлено под углом   к прямой АВ, соединяющей полюс А с 

искомой рассматриваемой точкой В. Причем величина угла   опре-

деляется по формуле  

.tg
2








AB

AB

a

a
                                       (3.9) 

 

3.6. Мгновенный центр ускорений 

 

Мгновенным центром ускорений называется точка плоской 

фигуры, ускорение которой в данный момент времени равно нулю. 

Покажем существование такой точки. 

Пусть известно ускорение некоторой точки 

А плоской фигуры, угловая скорость   и 

угловое ускорение   в некоторый момент 

времени (рис. 3.15). 

Примем точку А за полюс. Проведем 

через точку А полупрямую в направлении   

под углом  , величина которого определя-

ется по формуле (3.9). На проведенной по-

лупрямой отложим отрезок 
42/  AaAQ . 

Тогда 

.
42

42
42

A
A

AQ a
a

AQa 



  

Из полученного, а также из геометрического построения сле-

дует, что .AAQ aa   Тогда, в соответствии с (3.7), получим  

.0 AQAQ aaa  

Таким образом, точка Q – мгновенный центр ускорений. Опре-

делим ускорения точек A, B и C плоской фигуры, приняв за полюс 

мгновенный центр ускорений (рис. 3.16).  

Согласно (3.7) .;; QCCQBBQAA aaaaaa 
 

;42  QAaa QAA  

;42  QBaa QBB  

 
Рис. 3.15 
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.42  QCaa QCC  

Из выше записанного следует пропорциональность величин 

ускорений точек расстояниям от них до мгновенного центра уско-

рений:  

QA

QC

a

a

QA

QB

a

a

A

C

A

B  ; .                             (3.10) 

Векторы ускорений точек состав-

ляют с отрезками, соединяющими 

центр ускорений, один и тот же угол  , 

причем такой, что 
2/tg  .  

В общем случае мгновенный 

центр скоростей Р и мгновенный центр 

ускорений Q являются различными 

точками. Эти точки совпадают, если 

плоское движение вырождается во 

вращательное вокруг неподвижной оси.  

Рассмотрим различные случаи определения положения мгно-

венного центра ускорений.  

Случай 1. Известны ускорение какой-либо точки плоской фи-

гуры Aa , угловая скорость 




 и угловое ускорение   

(рис. 3.17).  

Точка Q находится на 

отрезке, составляющем с 

направлением ускорения Aa  

угол )/arctg( 2 , кото-

рый отложен от ускорения в 

сторону   на расстоянии 

./ 42  AaQA   

На рис. 3.17 приведены варианты ускоренного и замедленного 

вращений.  

Случай 2. Известны ускорения двух точек плоской фигуры 

Aa  и Ba . 

а) Aa  ║ II Ba  (рис. 3.18). 

 
Рис. 3.16 

а)                                б) 

 
Рис. 3.17 
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Примем одну из точек за полюс, 

например точку A. Тогда  

.ABAB aaa   

Изобразим Ba  графически диагона-

лью параллелограмма, из чертежа нахо-

дим направление ускорения ABa . По чер-

тежу находим угол   между ABa  и отрез-

ком AB, а также направление  , отсчиты-

вая угол   от ABa  к AB. Отложим угол   

в направлении   от ускорений Aa  и Ba , 

проведем из точек A и B полупрямые до 

их пересечения. Точка пересечения и бу-

дет мгновенным центром ускорений Q.  
 

б) Aa ║ Ba  (рис. 3.19). 

Возможные варианты приведены на рис. 3.19. 

 

а) 
0,0   

б) 
0,0   

в) 
0,0,0   

 

г) 
0,0,0   

д) 
2/,0,0   

е) 

... BA aa  

 

Рис. 3.19 

  

 
Рис. 3.18 
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3.7. Примеры решения задач 

 

 Пример 1. Определить скорость и ускорение поршня B и сред-

ней части шатуна (точка С) кривошипно-шатунного механизма 

поршневого строительного 

насоса в положении, указанном 

на кинематической схеме 

рис. 3.20. Известно, что 

;3,0 rABOA  ;c1 1OA

 2c2OA  

 Решение. Определим ско-

рость точки А, как точки, со-

вершающей вращательные 

движения вместе с кривошипом 

OA, 3,01 OAV OAA  м/с. 

 Рассматривая плоское 

движение шатуна AB, определим по направлениям скоростей двух 

точек A и B его мгновенный центр скоростей P. 

 Тогда величина угловой скорости шатуна равна 

1c1
3,0

3,0 
PA

VA
AB . 

Скорости точек B и C равны соответственно: 

23,03,0212  rPBV ABABB  м/с; 

  












4
cos

2
2

2

2
2 r

PB
r

PBPCV ABABC  

 
2

2

2

3,0
3,022

2

3,0
3,021

2
2









  м/с. 

Примем точку A за плюс. Тогда ускорение точки B 
  ABABAAABAB aaaaaaa ;          

;м/с6,03,02 2 OAa OAA  

;м/с3,03,01 22  OAa OAA  

 ;м/с3,03,01 22  ABa ABAB  

? ABa ABAB  

 
Рис. 3.20 
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 Выражение    содержит две неизвестные: величину ускоре-

ния 
АВа  и величину ускорения Ba . Проектируя    на оси коорди-

нат с учетом направлений, входящих в него ускорений, получим 

;45cos45cos45cos45cos:  caaaaax ABABAAB
   

   45sin45sin45sin45sin0: ABABAA aaaay  

Откуда 

6,03,03,06,0  
ABAAAB aaaa  м/с

2
; 

;c2 2



AB

aAB
AB  

29,045cos)(   
ABABAAB aaaaa  м/с

2
. 

Аналогичный результат мож-

но получить, построив многоуголь-

ник скоростей в соответствии с 

уравнением    (рис. 3.21). 

Ускорение точки C также 

можно найти методом проекций 

или геометрически: 
  ACACAAC aaaaa                                 

;м/с3,015,02 2 ACa ABAC  

.м/с15,015,01 222  ACa ABAC  

 Проектируя уравнение    на оси координат, получим 

;45cos45cos45cos45cos    ACACAAcx aaaaa  

;45sin45sin45sin45sin    ACACAAcy aaaaa  

или 

 
2

2
35,1

2

2
15,03,03,06,0 acx  м/с

2
; 

 
2

2
15,0

2

2
15,03,03,06,0 acy  м/с

2
; 

15,035,1
2

2 2222  aaa cycxc  м/с
2
. 

Пример 2. Используя исходные данные и отдельные результа-

ты расчета примера 1, определить ускорение точки B в положении, 

 
Рис. 3.21 
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указанном на кинематической схеме рис. 3.22, если длина кривоши-

па O1B = 0,1 м. 

Решение. Отличие пред-

ложенного примера от преды-

дущего заключается в том, что 

направление ускорения точки 

B неизвестно. 

 Рассматривая точку B 

принадлежащей шатуну AB и 

кривошипу O1B, для определе-

ния ее ускорения можем запи-

сать следующие выражения: 

;  ABABAAB aaaaa                                 

 
BBB aaa                                            

 Приравнивая    и   , получим следующее векторное урав-

нение: 

,  ABABAABB aaaaaa            

содержащее две неизвестные величины 
Ba  и .

ABa  Величины 

остальных ускорений и их направления известны: 

 
8,1

1.0

23,0
2

1
1

2

1
1

2

1













BO

V
BO

BO

V
BOa

BB
BOB  м/с

2
; 

6,0
Aa  м/с

2
; 3,0

Aa  м/с
2
; 3,0

ABa  м/с
2
. 

Проектируя уравнение    на оси координат, получим 

;45cos45cos45cos45cos:    ABABAAB aaaaax  

   45sin45sin45sin45sin: ABABAAB aaaaay  

Откуда  

2,33,03,06,08,1
2

2

2

2
 

aaaaa ABAABAB  м/с
2
; 

    08,33,02,33,06,0
2

2

2

2
 

aaaaa ABABAAB
 
м/с

2
. 

 Модуль вектора ускорения точки B 
2222 )8,1()08,3()()(  

BBB aaa  м/с
2
. 

 
Рис. 3.22 
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 Аналогичный результат можно 

получить, построив два многоуголь-

ника ускорений в соответствии с 

уравнениями    и   , замкнув их 

одним и тем же вектором Ва  

(рис. 3.23). 

 Пример 3. Определить скорость 

и ускорение точки B колеса радиуса  

R = 0,5 м, катящегося без скольжения 

по неподвижной горизонтальной  

поверхности (рис. 3.24). Величина 

скорости центра колеса в рассматриваемом положении равна 

2OV  м/с
2
, величина ускорения – 1Oa  м/с

2
. 

Решение. Точка P – мгновенный 

центр скоростей. Величина угловой 

скорости колеса 

4
5,0

2


R

VO  с
–1

. 

Величина скорости точки B 

 330cos2 RRPBVB
  

4,37,15,04   м/с. 

Ускорение точки B 

.  OBOBOB aaaa                                    

Величина углового ускорения колеса 

2
5,0

111









 

R

a
a

Rdt

dV

RR

V

dt

d O
O

OO  с
–2

. 

Определим величины неизвестных составляющих ускорения 

точки B: 

15,02  OBaOB  м/с
2
;   85,0222  OBaOB  м/с

2
. 

Проектируя выражение    на оси координат, получим проек-

ции и определим модуль искомого ускорения: 

3,885,085,01130cos60cos   
OBOBOBx aaaa  м/с

2
; 

15,35,0885,0130sin60sin   
OBOBBy aaa  м/с

2
; 

9,815,33,8 2222  ByBxB aaa  м/с
2
. 

 
Рис. 3.23 

 
Рис. 3.24 
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ГЛАВА 4. СФЕРИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 
 

4.1. Уравнения сферического движения твердого тела 

 

Сферическим движением твердого тела называется такое 

движение, при котором одна точка остается 

неподвижной.  

Рассмотрим сферическое движение 

тела и введем в рассмотрение две системы 

отсчета: подвижную Охуz, жестко связан-

ную с твердым телом, и неподвижную 

111 zуОх  с началом в неподвижной точке О. 

Линия OI пересечения неподвижной 

плоскости  х1Оу1 с подвижной хОу называ-

ется линией узлов. 

Положение тела, очевидно, однозначно определяется заданием 

трех независимых углов Эйлера:   – собственного вращения;  

  – прецессии;   – нутации. 

Уравнения сферического движения можно представить в виде 

углов Эйлера как функции времени: 

).();();( ttt                             (4.1) 

 

4.2. Скорости точек. Мгновенная угловая скорость 

сферического движения 

 

Определим положение произвольной точки тела М относи-

тельно подвижной системы отсчета Охуz радиусом-вектором 

(рис. 4.2): 

.kzjyixr   

В процессе движения твердого тела координаты х, у, z остают-

ся постоянными, а единичные векторы, оставаясь постоянными по 

модулю, будут изменять свое направление. Тогда для скорости точ-

ки получим следующее выражение: 

.kzjyixrV    

Проекцию скорости на ось х можно записать в виде 

.ikzijyiixiVVx                                    

 
Рис. 4.1 
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Из равенства 1 ii  следует 

0 ii , а из равенства 0 ji  следует 

0 jiji  , откуда jiij   . 

Подставляя в выражение   , по-

лучим 

.jiyikzVx    

Путем циклической перестановки 

находим остальные проекции: 

.; ikxkjyVkjzjixV zy    

Введем формально вектор   с проекциями: 

.; jiikkj zyx                         (4.2) 

Тогда проекции скорости на оси координат подвижной систе-

мы отсчета можно представить в виде 

,;; xyVzxVyzV yxzxzyzyx         (4.3) 

а сам вектор скорости точки записать следующим образом: 

rV  .                                            (4.4) 

Таким образом, скорость точки определяется такой же форму-

лой, что и в случае вращения твердого тела вокруг неподвижной 

оси (рис. 2.3). При этом введенный нами вектор   играет роль уг-

ловой скорости тела. Формулы (4.2) показывают, что проекции век-

тора   являются функциями времени, и поэтому вектор  , вообще 

говоря, будет менять со временем не только свою величину, но и 

ориентацию относительно тела. Поэтому   называется мгновен-

ной угловой скоростью тела, а ось, вдоль которой он направлен в 

данный момент, – мгновенной осью вращения тела. 

Уравнение мгновенной оси вращения можно найти как урав-

нение геометрического места точек, скорости которых в данный 

момент времени равны нулю. Полагая в формулах (4.3) 

0 zyx VVV , получим 

.
zyx

zyx








                                        (4.5) 

Из (4.5) следует, что мгновенная ось вращения есть прямая, 

проходящая через начало координат, то есть через неподвижную  

точку тела (рис. 4.2). 

Вектор скорости V  направлен по касательной к окружности 

 
Рис. 4.2 
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радиуса h , по которой в данный момент точка вращается вместе с 

телом вокруг мгновенной оси вращения   (рис. 4.2). Величина ско-

рости в соответствии с (2.4) определяется по формуле 

.sin  hrV                                    (4.6) 

В процессе движения твердого тела положение мгновенной 

оси вращения непрерывно меняется, и она описывает коническую 

поверхность с вершиной в точке О. 

Геометрическое место последовательных положений мгновен-

ной оси вращения называется аксоидом (соответственно, подвиж-

ным и неподвижным, относительно подвижной и неподвижной си-

стем отсчета). 

Точки тела, лежащие на мгновенной оси вращения, не имеют 

скорости. Вращение же тела вокруг этой оси вызывает и вращение 

подвижного аксоида. Поэтому сферическое движение тела можно 

представить как качение без скольжения подвижного аксоида по 

неподвижному. 

 

4.3. Угловое ускорение. Ускорения точек  

при сферическом движении 

 

По аналогии с вращательным движением угловое ускорение 

при сферическом движении определяется по формуле 

.                                             (4.7) 

При сферическом движении меняется не только модуль, но и 

направление угловой скорости, поэтому из (4.7) следует, что пря-

мые, вдоль которых направлены векторы   и 

 , различны (рис. 4.3). Прямая ОЕ, по кото-

рой направлен вектор  , называется осью уг-

лового ускорения. Откладывая от неподвиж-

ной точки О векторы  , соответствующие 

ряду последовательных моментов времени, и 

соединяя концы этих векторов, получим го-

дограф вектора угловой скорости (рис. 4.3). Скорость точки, описы-

вающей годограф, равна  
. u  

 
Рис. 4.3 
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Теорема Ривальса. Ускорение любой точки твердого тела при 

сферическом движении равно гео-

метрической сумме вращательного и 

осестремительного ускорений. 

Определим положение любой 

точки М твердого тела радиус-

вектором r  (рис. 4.4). Тогда скорость 

точки согласно формуле (4.4): 

rV  , 

а ускорение 

rrVa    ,  aaVr                (4.8) 

где a  – вращательное ускорение; a  – осестремительное уско-

рение. 

Величины ускорений a  и a  определяются по формулам 

;),sin( 



  hrra  

),sin( VVa


  .2
 hV                   (4.9) 

Векторы a  и a  не перпендикулярны друг к другу, поэтому 

модуль полного ускорения точки определим как длину диагонали 

параллелограмма, построенного на этих векторах, по формуле 

.),cos(222




  aaaaaaa                    (4.10) 

Из (4.10), как частный случай, следует формула для определе-

ния модуля полного ускорения точки при вращении твердого тела 

вокруг неподвижной оси. Действительно, положив 

,Rhh   ,0),cos( 



 aa  

получим .42  Ra  

 

4.4. Общий случай движения твердого тела 

 

Рассмотрим общий случай движения свободного твердого те-

ла, то есть тела, имеющего шесть степеней свободы. По аналогии 

с плоскопараллельным движением можно показать, что в общем 

случае движение можно разложить на два: поступательное вместе 

с полюсом и сферическое вокруг полюса. 

 
Рис. 4.4 
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Тогда уравнения движения представим в виде совокупности 

уравнений поступательного движения (уравнения движения полюса 

А) и сферического движения (углы Эйлера ,  и   как функции 

времени): 

),();();(

);();();(

ttt

tzztyytxx AAAAAA




                (4.11) 

а скорость V  и ускорение a  любой точки тела запишем, соответ-

ственно, в следующем виде: 

;rVV A                                       (4.12) 

,  aaarraa AA                  (4.13) 

где AV , Aa  – соответственно скорость и ускорение полюса А;  ,   – 

соответственно, угловая скорость и угловое ускорение при сфери-

ческом движении относительно полюса; a , a  – соответственно 

вращательное и осестремительное ускорения; r  – радиус-вектор 

точки относительно полюса А. 

Можно также показать, что угловая скорость   и угловое 

ускорение   свободного твердого тела являются свободными  

векторами, то есть сферическое движение не зависит от выбора  

полюса. 

 

ГЛАВА 5. КИНЕМАТИКА СЛОЖНОГО ДВИЖЕНИЯ  

 

5.1. Относительное, переносное и абсолютное движения 

 

Сложным движением материальной 

точки называется такое движение, при ко-

тором точка участвует в двух или несколь-

ких одновременно совершаемых движе-

ниях. 

Пусть точка M движется относительно 

некоторой неизменяемой среды S, которая в 

свою очередь движется относительно дру-

гой тоже неизменяемой среды   (рис. 5.1). 

  

 
Рис. 5.1 
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Будем рассматривать среду   как неподвижную. Тогда свя-

занная с ней система координат 1111 zyxO  может быть названа непо-

движной системой отсчета. Со средой S свяжем систему координат 

Oxyz , которую будем называть подвижной системой от-счета. 

Движение точки М относительно подвижной системы отсчета 

Oxyz  называется относительным движением, а относительно не-

подвижной системы отсчета 1111 zyxO  – абсолютным движением. 

Движение среды S в среде   или движение точки М вместе с по-

движной системой отсчета называется переносным движением. 

Положение точки М в неподвижной системе отсчета опреде-

лим радиус-вектором  , в подвижной – радиус-вектором r ; поло-

жение начала подвижной системы отсчета определим радиус-

вектором 0 . Как видно из рис. 5.1, r 0 . 

Скорости и ускорения точки в абсолютном, относительном и 

переносном движениях называют соответственно абсолютными, 

относительными и переносными скоростями и ускорениями  

точки и обозначают соответственно V , a , rV , ra ; eV , ea . 

 

5.2. Теорема сложения скоростей  

при сложном движении точки 

 

Теорема. Абсолютная скорость точки равна геометрической 

сумме ее переносной и относительной скоростей. 

Скорость точки  

rVrV   00 . 

Радиус-вектор точки М в подвижной системе отсчета можно 

представить в виде  

kzjyixr  , 

где i , j , k  – единичные, переменные по направлению, векторы по-

движной системы координат Оxyz . 

Тогда  

kzjyixkzjyixr   . 

Так как векторы i , j , k  только вращаются, то производные от 

них равны вращательным скоростям их концов, то есть 

ij e  ;  jj e  ;  kk e  , 
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где e  – угловая скорость вращения подвижной среды S, то есть 

переносная скорость. 

Таким образом, 

rrkzjyixkzjyixr ee 
~

)(   

или  

rVrrr ere 
~
 ,                              (5.1) 

где r
~
 – локальная производная. 

Тогда окончательно для скорости точки получим выражение 

rere VVVrVV  0 .                         (5.2) 

Из (5.2) следует, что абсолютная скорость точки V  определя-

ется диагональю параллелограмма, построенного на векторах пере-

носной eV  и относительной rV  скоростей, и ее модуль определяется 

по формуле 

),cos(222
rerere VVVVVVV



 .                   (5.3) 

 

5.3. Теорема сложения ускорений  

при сложном движении точки 

 

Теорема. Абсолютное ускорение точки равно геометрической 

сумме переносного, относительного и кориолисова ускорений. 

С учетом (5.2) ускорение точки М можно записать в виде 

rееree VrraVrrVVa   00 .       ( ) 

Относительная скорость точки 

kVjViVV zyxr  . 

По аналогии с (5.1)  

rerrerr VaVVV 
~
 . 

Тогда выражение ( ) примет вид 

  rerreee VaVrraa  0  

или окончательно 

,20 krereree aaaVarraa        (5.4) 

где rek Va  2  – ускорение Кориолиса. 

Ускорение Кориолиса ka  характеризует совместный эффект 

вращательного движения подвижной среды и относительного дви-

жения точки. 
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Ускорение Кориолиса находится в соответствии с определени-

ем векторного произведения двух векторов (рис. 5.2). 

Модуль ускорения Кориолиса 

),sin(2 rerek VVa


 .         (5.5) 

Ускорение ka = 0 в следующих 

случаях: 

а) e = 0 (переносное движение – 

поступательное); 

б) e  || rV . 

 

5.4. Сложение поступательных  

и вращательных движений твердого тела 

 

Рассмотрим сложение поступательных движений твердого  

тела. 

Пусть тело движется поступательно в относительном движе-

нии со скоростью rV  и переносном – со скоростью eV . Тогда по тео-

реме сложения скоростей в соответствии с формулой (5.2) скорость 

любой точки твердого тела 

re VVV  . 

Так как все точки тела имеют одинаковую скорость, определя-

емую по вышеприведенной формуле, то результирующим движени-

ем будет также поступательное. 

Рассмотрим сложение вращений твердого тела вокруг двух па-

раллельных осей. 

Случай 1. Вращения направлены в одну сторону. 

Пусть твердое тело в переносном движении вращается с угло-

вой скоростью 1  и относительном движении с угловой скоростью 

2  (рис. 5.3, а). Проведем через тело плоскость перпендикулярно 

осям вращения и обозначим через А и В точки пересечения осей с 

плоскостью. Рассмотрим движение отрезка АВ (рис. 5.3, б) и в це-

лом плоской фигуры, полученной в результате сечения твердого те-

ла плоскостью (рис. 5.3, в).  

В соответствии с теорией плоскопараллельного движения 

определим положение мгновенного центра скоростей Р (рис. 5.3, в). 

Откуда следует, что результирующим движением будет вращатель-

 
 

Рис. 5.2 
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ное движение вокруг параллельной мгновенной оси вращения, про-

ходящей через точку Р, с угловой скоростью  . 

 

       а)  б)                                   

 
в) 

 
 

Рис. 5.3 

 

Определим величину угловой скорости абсолютного вращения 

  и положение мгновенной оси этого вращения. 

ABVА 2 ;     ABVB 1 ;     BPVАPV BА //  . 

Откуда 

21
12 )(










АB

АB

BPАP

VV BА .                      (5.6) 


BP

АB

АP

АB 12 



. 

Следовательно, 

BPАPАB

12 






.                                       (5.7) 

 

Случай 2. Вращения направлены в разные стороны и 12   

(рис. 5.4, а и б).  

 

а) б) 

  
Рис. 5.4 
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Рассуждая аналогично предыдущему случаю, получим 

АB

АB

BPАP

VV BА )( 12 





 .    (5.8) 

12  . 

BPАPАB

12 






.                 (5.9) 

 То есть результирующим движением будет также вращатель-

ное движение вокруг параллельной оси, проходящей через точку Р с 

угловой скоростью  . 
 

 

 

Случай 3. Пара вращений: 21   (рис. 5.5, а и б). 

В соответствии с предыдущим случаем получим BА VV  , и 

мгновенный центр скоростей Р находится в бесконечности. 

Таким образом, результирующим движением будет поступа-

тельное движение.  

Нетрудно показать справедливость обратного: всякое поступа-

тельное движение можно представить в виде пары вращений. 

Несложно доказать, что скорость любой точки твердого тела 

равна моменту пары угловых скоростей, то есть 

12  BAABV .                                      (5.10) 

а)                                          б) 

 
Рис. 5.5 
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Рассмотрим сложение вращений твердо-

го тела вокруг двух пересекающихся осей 

(рис. 5.6).  

Точка пересечения двух осей О непо-

движная. Отсюда следует, что движение тела 

можно рассматривать как сферическое. Тогда 

скорость произвольной точки М 

rV  11 ;    rV  22 ; 

rrVVV  )( 2121 . 

Откуда следует, что 

21  .                                         (5.11) 

Таким образом, результирующим будет вращательное движе-

ние вокруг мгновенной оси вращения с угловой скоростью  . 

Если тело одновременно участвует в поступательном движе-

нии со скоростью V и вращательном с угловой скоростью  , то в 

зависимости от взаимного расположения возможны следующие 

случаи. 

 

Случай 1. V     (рис. 5.7). 

Поступательное движение предста-

вим в виде пары вращений ( ' ,  ), при-

чем  = . Тогда, очевидно, абсолют-

ным движением будет вращательное 

с угловой скоростью  =  вокруг 

мгновенной оси вращения, отстоящей от заданной оси на расстоя-

нии ОР = V / .  
 

Случай 2. V || . Винтовое движе-

ние (рис. 5.8). 

При винтовом движении тело дви-

жется поступательно параллельно оси 

винтового движения и вращается вокруг 

этой оси. Винтовое движение не приво-

дится к какому-либо одному простому 

эквивалентному движению. 

 

 
Рис. 5.6 

 
Рис. 5.7 

 
Рис. 5.8 
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 Случай 3. V не     (рис. 5.9). 

Разложим вектор V  на два состав-

ляющих вектора 1V  и V , взаимно пер-

пендикулярных друг к другу, причем 

вектор V  направим вдоль вектора  . 

Аналогично первому рассмотрен-

ному случаю вектор 1V  представим в ви-

де пары векторов ( ,  ). Тогда, со-

гласно рис. 5.9, получим мгновенное 

винтовое движение с поступательной 

скоростью V  и вращательной  =  

вокруг мгновенной оси вращения, отстоящей от заданной оси вра-

щения на расстоянии ОР = V1 / . 

В заключение следует подчеркнуть, что случаи сложного дви-

жения твердого тела рассмотрены без достаточно подробных пояс-

нений, учитывая статические аналогии в кинематике: угловой ско-

рости   соответствует сила F , а скорости поступательного движе-

ния V , как характеристике пары вращений, соответствует момент 

M  пары сил. 

 

5.5. Примеры решения задач 

 

 Пример 1. Определить абсолютную скорость и абсолютное 

ускорение точки M при ее сложном движении (рис. 5.10) в момент 

времени 1t  с, если известно, что тело D движется поступательно  

по закону 26,0 txe   (м) и точка M 

движется в теле D по дуге окруж-

ности радиуса 12,0R  (м) по за-

кону 304,0 tSOM r   (м). 

 Решение. Определим поло-

жение точки M в заданный мо-

мент времени. 




04,0104,0 3

c1t
OM  (м); 

.
312,0

04,0 





R

OM
 

 
Рис. 5.9 

 
Рис. 5.10 
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Величина переносной скорости  

;2,1 txV ee    
при 1t  с   ;2,1eV  м/с. 

Величина относительной скорости  

;12,0 2tSV rr    

при 1t  с   ;12,0 rV  м/с. 

 Абсолютная скорость (рис 5.10) 

.re VVV   

 Модуль абсолютной скорости M 

 ),cos(222
rerere VVVVVVV  

06,1)cos(12,02,12)12,0(2,1 22   м/с. 

 Абсолютное ускорение точки M  

.k
n
rre aaaaa  

    

    

 Величина переносного ускорения 

2,1 eee Vxa   м/с
2
. 

 Величина относительного касательного ускорения 

;24,0 t
dt

dV
a

r
r    

при t = 1 c   24,0ra  м/с
2
. 

 Величина относительного нормального ускорения 

 
12,0

12,0
222 t

R

V
a

rn
r


 ;  

при t =1 с   
212,0 n

ra  м/с
2
.  

 Ускорение Кориолиса 0ka , так как переносное движение по-

ступательное )0( e . 

 Проектируя уравнение    на оси координат с учетом направ-

лений составляющих ускорений (рис. 5.10), определим проекции и 

модуль абсолютного ускорения точки: 

8,1
2

3
12,05,024,02,1sincos 2  

aaaa
n
rrex  м/с

2
; 

9,05,012,0
2

3
24,0cossin 2  

aaa
n
rry  м/с

2
. 
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29,08,1
2222  aaa yx м/с

2
. 

 

 Пример 2. Определить абсо-

лютную скорость и абсолютное 

ускорение точки М при ее сложном 

движении (рис. 5.11) в момент вре-

мени t = 1 с, если известно, что тело 

D движется вращательно по закону
223 tte  (рад) и точка M движет-

ся в теле D прямолинейно по закону 
35tSOM r   (м). Радиус тела вра-

щения 1R  м, угол 6/  (рад). 

 Решение. Определим положе-

ние точки M в заданный момент времени: 

3/53/15 3

c1


t
OM  м. 

 Из треугольника O1OM следует 








 





64
cos2 11

2
1 OOOMOOOMMO  

9,1
12

5
cos2

3

5
22

3

5
2









  м. 

.
4

sin
4

sin

1MOOM








 











 


 

 Откуда  

,85,0
12

5
sin

9,13

5

4
sin

4
sin

1











 








 


MO

OM
  07,0 . 

 Абсолютная скорость точки 

re VVV  . 

 Величина переносной скорости  

;)43( 11 MOtMOV ee     

при t = 1 с   9,19,1)43( eV  м/с. 

 Величина относительной скорости 

;5 2tSV rr    

 
 

Рис. 5.11 
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при t = 1 с   5rV  м/с. 

 Модуль абсолютной скорости точки М, учитывая направления 

ее составляющих (рис. 5.11), 

 )cos(222
rere VVVVV  

3,4)07,0
4

cos(59,1259,1 22 


  м/с. 

 Абсолютное ускорение точки М 

     .kee aaaa  
        

 Величина вращательного переносного ускорения 

;4 111 MOMOMOa eee  
 

при t = 1 c   6,79,14 ea  м/с
2
. 

 Величина центростремительного переносного ускорения 

;)43( 1
2

1
2 MOtMOa ee 

 

при t = 1 с   9,19,1)43( 2 
ea  м/с

2
. 

 Величина относительного ускорения 

;10tVSa rrr  
 

при t = 1 с   10ra  м/с
2
. 

 Величина ускорения Кориолиса 

 rerek VVa


 ,sin2 ; 

при t = 1 с   10
2

sin512 


ka  м/с
2
. 

Проектируя уравнение    на оси координат с учетом направ-

лений составляющих ускорений (рис. 5.11), определим проекции и 

модуль абсолютного ускорения точки M: 

  sincossincos aaaaa kreex  

29,4
6

sin10
6

cos1007,0sin9,107,0cos6,7 





  м/с
2
; 

  cossincossin kreey aaaaa  

3,13
6

cos10
6

sin1007,0cos9,107,0sin6,7 





  м/с
2
; 

0,143,1329,4 2222  yx aaa  м/с
2
. 
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 Пример 3. Шаровая дробилка состоит из полого шара II (в ко-

тором находятся шары и вещество, подвергающееся дроблению), 

сидящего на оси CD, с заклиненным на нем коническим зубчатым 

колесом E радиуса r. Ость CD 

сидит в подшипниках в раме I, 

составляющей одно целое с осью 

AB и приводящейся во вращение 

при помощи либо рукоятки G, 

либо электродвигателя. Колесо E 

сцепляется с неподвижным ко-

лесом F радиуса R (рис. 5.12). 

Определить угловые характери-

стики шаровой дробилки, если 

ось AB вращается с постоянной 

угловой скоростью I , а угол между осями AB и CD равен  . 

 Решение. Шаровая дробилка находится в двух вращениях во-

круг пересекающихся осей AB и CD с угловыми скоростями I  и 

II . Причем ось AB имеет постоянное направление, а направление 

оси CD непрерывно меняется. Отсюда следует, что вектор II  – пе-

ременный вектор: kIIII  , где k  – единичный вектор, направ-

ленный вдоль оси вращения CD. Величина вектора II , очевидно, 

равна 

.
r

RI
II


  

 Абсолютная угловая скорость результирующего вращения 

.III   

 Модуль абсолютной угловой скорости шаровой дробилки 

.coscos2 2222 


 RrRr
r

I
IIIIII  

 Абсолютное угловое ускорение шаровой дробилки 

.k
r

R
k

r

R
I

II
IIIII 





   

 Модуль абсолютного углового ускорения 

.sinsin
2








r

R
k

r

R I
I

I  

  

 
 

Рис. 5.12 



110 
 

Д И Н А М И К А 

 

ГЛАВА 1. ДИНАМИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

 

1.1. Основные законы динамики 

 

1. Закон инерции. Материальная точка сохраняет состояние 

покоя или равномерного прямолинейного движения до тех пор, по-

ка действие других тел не изменит это состояние. 

2. Закон пропорциональности силы и ускорения. Ускорение 

материальной точки пропорционально приложенной к ней силе и 

имеет одинаковое с ней направление. 

Fam  ,                                                 (1.1) 

где F  – сила, действующая на точку, Н; a  – ускорение, м/с
2
; m – 

коэффициент пропорциональности (масса точки), кг. 

При поступательном движении твердого тела, которое можно 

рассматривать как движение точки, масса является мерой инертно-

сти тела и в классической механике одинакова для движущегося и 

покоящегося тела. 

Уравнение (1.1) называется основным уравнением дина-

мики. 

Применяя уравнение (1.1) к точке весом P  и учитывая, что 

ускорение a  равно ускорению силы тяжести g , получим gmP  . 

3. Закон равенства действия и противодействия. Всякому 

действию соответствует равное по величине, противоположно 

направленное противодействие. 

Этот закон говорит о том, что если какое-либо тело действует 

на другое с какой-то силой, то и второе тело действует на первое с 

такой же по величине силой, но противоположно направленной и 

лежащей с ней на одной прямой. 

4. Закон независимости действия сил. Несколько одновре-

менно действующих на материальную точку сил сообщают точке 

такое ускорение, какое сообщила бы ей одна сила, равная их гео-

метрической сумме: 

nFFFam  ...21 .                                   (1.2) 

Учитывая (1.1), выражение (1.2) можно записать в виде 

namamamam  ...21   или  naaaa  ...21 .       (1.3) 

Таким образом, закон независимости действия сил равносилен 
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утверждению, что ускорение a , получаемое материальной точкой 

от одновременно действующих на нее n сил, равно геометрической 

сумме ускорений naaa ..,.,, 21 , сообщаемых этой точке каждой из 

сил в отдельности. 

 

1.2. Дифференциальные уравнения движения  

свободной материальной точки 

 

Проектируя основное уравнение динамики (1.1) или уравнение 

(1.2) на оси декартовой системы координат, получим три скалярных 

уравнения: 

,;; ZzmYymXxm                               (1.4) 

где x, y, z – координаты точки (уравнения движения); X, Y, Z – про-

екции равнодействующей F  на оси координат. 

Уравнения (1.4) называются дифференциальными уравне-

ниями движения свободной материальной точки. 

 Спроектировав уравнение (1.1) на оси естественной системы  

координат, получим дифференциальные уравнения движения точки 

в естественных координатах: 

bn FOF
dt

dS
mF

dt

Sd
m 










  ;

1
;

2

2

2

,                   (1.5) 

где S – дуговая координата; bn FFF ,,  – проекции силы или равно-

действующей на касательную к траектории, главную нормаль и би-

нормаль. 

Используя уравнения (1.4) или (1.5), можно решать две задачи 

динамики точки. 

Первая задача динамики. Зная массу точки m и уравнения ее 

движения )(),(),( tzztyytxx  , определить модуль и направле-

ние равнодействующей F  сил, приложенных к точке. 

Задача решается дифференцированием следующим образом:  

;;;; 222 ZYXFzmZymУxmX    

./),cos(;/),cos(;/),cos( FZkFFYjFFXiF 


 

Вторая задача динамики (основная). Зная равнодействую-

щую F  сил, действующих на точку, ее массу m, а также начальное 

положение точки и ее начальную скорость, определить уравнения 
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движения точки )(),(),( tzztyytxx  . 

Задача решается интегрированием дифференциальных уравне-

ний движения. В результате первого интегрирования уравнений 

(1.4) получаем первый интеграл в виде проекций скоростей как 

функций времени: 

 

 

 ,,,,

;,,,

;,,,

321

321

321

CCCtzz

CCCtyy

CCCtxx













                                     (1.6) 

где 321 ,, CCC  – постоянные интегрирования. 

После интегрирования уравнений (1.6) общий интеграл систе-

мы уравнений (1.4) запишется в виде 

 

 

 ....,,,,

;...,,,,

;...,,,,

621

621

621

CCCtzz

CCCtyy

CCCtxx







                                   (1.7) 

Постоянные интегрирования 621 ...,,, CCC  определяются из 

начальных условий:  

при 00  tt             ;;; 000 zzyyxx   

,;; 000 zzyyxx                                 (1.8) 

где 000 ,, zyx  – начальные координаты точки; 000 ,, zyx   – проекции 

начальной скорости. 

Подставляя начальные условия (1.8) в выражения (1.6) и (1.7), 

получим в общем случае систему шести алгебраических уравнений 

для определения шести постоянных интегрирования 621 ...,,, CCC . 

Аналогично рассматривается решение указанных задач в дру-

гих системах координат и при других способах задания движения 

точки. 

 

1.3. Дифференциальные уравнения движения  

несвободной материальной точки 

 

Рассмотрим движение точки по шероховатой неподвижной 

поверхности, которая задана уравнением 0),,( zyxf  (рис. 1.1). 

Основное уравнение динамики точки 

трFNFam  , 

где N  – нормальная реакция поверхности; трF  – сила трения. 
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Проектируя записанное векторное уравнение на оси коорди-

нат, получим 

  
;++=

;++=

тр

тр

yy

xx

FNУym

FNXxm





 
.++= трzz FNZzm 
  

Проекции нормальной реакции 

).,cos(

);,cos(

);,cos(

kNNN

jNNN

iNNN

z

y

x













 

Из дифференциальной геометрии известно, что 

;
1

),cos(
x

f

f
iN










 

;
1

),cos(
y

f

f
jN










 

z

f

f
kN








 1
),cos( , 

где  

222









































z

f

y

f

x

f
f .  

Тогда проекции нормальной реакции можно представить  

в виде 

,;;
z

f
N

y

f
N

x

f
N zyx














  

где fN  /  называется множителем Лагранжа. 

Проекцию силы трения на ось  х  можно записать в виде 

V

x
F

V

V
FiVFF x

x


тртртртр ),cos( 



. 

Аналогично запишем две другие проекции: 

.; тртртртр
V

z
FF

V

y
FF zy


  

Тогда в окончательной форме дифференциальные уравнения 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.1 



114 
 

движения точки по шероховатой поверхности примут следующий 

вид 

;
тр

x
V

F

x

f
Xxm  




  

;
тр

y
V

F

y

f
Yym  




                                       (1.9) 

.
тр

z
V

F

z

f
Zzm  




  

Уравнения (1.9) называют дифференциальными уравнения-

ми Лагранжа первого рода для движения несвободной материаль-

ной точки. 

Если за оси координат взять естественные оси, то дифферен-

циальные уравнения движения примут вид 

.0;
1

;

2

тр2

2

bn FNF
dt

dS
mFF

dt

Sd
m 










   

 

1.4. Дифференциальные уравнения относительного  

движения материальной точки 

 

По аналогии с кинематикой сложного движения точки рас-

сматриваем относительное движение точки в среде S, движущейся в 

свою очередь относительно другой среды  , принимаемой за непо-

движную. Тогда основное уравнение динамики для абсолютного 

движения точки относительно неподвижной среды   с учетом тео-

ремы Кориолиса запишется в виде 

  Faaam kre   

или 

ker ФФFam  ,                              (1.10) 

где  ee amФ   и kk amФ   называют переносной и кориолисовой 

силами инерции, а переносное ea  и кориолисово ускорение ka  

определяют по формулам кинематики. 

Уравнение (1.10) называют основным уравнением динами-

ки относительного движения точки. 

Проектируя (1.10) на оси декартовой системы координат Охуz, 

неизменно связанные с подвижной средой S, получим дифференци-
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альные уравнения относительного движения материальной точки:  

.

;

;

kzez

kyey

kxex

ФФZzm

ФФYym

ФФXxm













                                    (1.11) 

Таким образом, в отличие от абсолютного относительное дви-

жение точки будет дополнительно определяться еще переносной и 

кориолисовой силами инерции. 

С точки зрения человека, находящегося в неподвижной среде 

  и наблюдающего относительное движение в среде S как бы со 

стороны, силы инерции eФ  и kФ  фиктивны и их появление в урав-

нениях относительного движения объясняется только нашим жела-

нием придать этим уравнениям тот же вид, как и уравнениям абсо-

лютного движения. Однако наблюдателю, находящемуся внутри 

среды S, эти силы представляются как вполне реальные силы, вли-

яющие как на движение самого наблюдателя, так и на движение 

всех окружающих его предметов. 

Из уравнения (1.10) как частный случай можно получить век-

торное уравнение относительного равновесия точки. Если точка 

находится в покое относительно подвижной системы отсчета, то от-

носительная скорость rV  = 0 и относительное ускорение ra  = 0. То-

гда уравнение (1.10) примет вид  

0 eФF . 

 

1.5. Принцип относительности Галилея 
 

Представляет интерес рассмотреть частный случай относи-

тельного движения в так называемой инерциальной системе от-

счета, под которой понимают систему отсчета Охуz, неизменно свя-

занную с подвижной средой S, каждая точка которой движется пря-

молинейно и равномерно. В случае такого движения, очевидно,  

ea = 0 и ka = 0. Тогда уравнение (1.10) примет вид  

Fam r  ,                                           (1.12) 

то есть такой же вид, как и уравнение абсолютного движения  

точки. Этот результат получил название принципа относитель-

ности классической механики или принципа относительности  

Галилея. 
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Принцип относительности Галилея. Во всех инерциальных 

системах отсчета движение материальной точки происходит по од-

ному и тому же закону и при том по такому же, как и в абсолютно 

неподвижной системе. 

Справедливость этого принципа хорошо известна из нашей 

повседневной практики. Так, находясь в каюте теплохода, мы не 

можем установить, не взглянув в окно, стоит ли теплоход на месте 

или же движется инерциально. 

Принцип относительности Галилея имеет весьма важное зна-

чение, ибо он показывает беспочвенность всяких попыток установ-

ления абсолютной системы отсчета в полном смысле этого слова. 

Он послужил исходной точкой при создании специальной теории 

относительности. 

 

1.6. Примеры интегрирования  

дифференциальных уравнений движения  

 

Общие рекомендации к интегрированию. Рассмотрим ос-

новные приемы решения (интегрирования) дифференциальных 

уравнений движения (1.4), ограничиваясь случаем получения их 

решения (1.7) в виде 

),,();,,();,,( 654321 CCtzzCCtyyCCtxx  . 

Основной прием – применение метода разделения переменных 

и других, приводимых к нему. Суть данного приема заключается в 

понижении порядка каждого из дифференциальных уравнений (1.4), 

приведении уравнения к двум переменным, разделении переменных 

на левую и правую части уравнения и интегрировании этих частей 

по соответствующим переменным. В результате первого интегриро-

вания получают проекции скоростей точки на оси координат в виде 

функций времени или координат, то есть первые интегралы. Затем 

проекции скоростей представляют в виде производных по времени, 

то есть записывают в виде дифференциальных уравнений первого 

порядка. Разделяют переменные и интегрируют. Получают коорди-

наты точки в виде функций времени, то есть вторые интегралы. 

Сложность интегрирования дифференциальных уравнений 

(1.4) определяется сложностью их правых частей. На примере инте-

грирования одного уравнения рассмотрим наиболее простейшие ти-

повые случаи. 
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После интегрирования получаем выражение для xV  в виде не-
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После интегрирования получаем ),( 1CtFVx  . 

  .),(;),();,( 2111 CdtCtFxdtCtFdxCtF
dt

dx
 

Во всех рассмотренных случаях постоянные интегрирования 

С1 и С2 определяются из начальных условий. 

Следует отметить, что в вышеприведенных общих решениях 

предполагалось существование интегралов в виде аналитических 

функций. В противном случае точное решение невозможно и необ-

ходимо использовать приближенные численные методы. С точки 

зрения теории дифференциальных уравнений решение уравнения 

движения с учетом записанных начальных условий можно рассмат-

ривать как известное решение задачи Коши для обыкновенного 

дифференциального уравнения второго порядка. Одним из эффек-

тивных численных методов решения этой задачи является метод 

Рунге – Кутта. 

Пример 1. Моделирование нанесения набрызг-раствора на по-

верхность здания. 

На вертикальную стену наносится набрызг-бетон для создания 

декоративно-изоляционного слоя типа «шуба». Нагнетание раствора 

осуществляется растворонасосом типа «СО» с производительно-

стью Q, м
3
/ч. Скорость частицы раствора на выходе из нагнетатель-

ной насадки – V0, м/с. Высота нанесения набрызг-бетона – h, м. Рас-

стояние от здания до насоса – L, м. Угол наклона нагнетательной 

насадки к горизонтальной поверхности – , рад. Внутренний диа-

метр насадки – d, м. Оптимальный угол между вектором скорости и 

поверхностью здания для обеспечения качественной адгезии (при-

липания) раствора к стенке – , рад. Время движения частицы рас-

твора от нагнетательной насадки до стены – Т, с. Скорость частицы 

раствора в момент касания стены здания – kV , м/с. Сопротивлением 

воздуха пренебречь. Необходимо определить: соотношение между 

величинами Т, , , V0, kV , L и h; внутренний диаметр насадки d и 

производительность насоса Q, исходя из величины V0; максималь-

ную высоту подъема частицы раствора (рис. 1.2). 
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Рис. 1.2 

Решение. Дифференциальные уравнения движения частицы 
раствора: 

mgymxm   ;0  или .;0 gyx   

Первый интеграл: .; 31 СgtyСx    

Второй интеграл: .
2

; 43

2

21 СtС
t

gyСtСx    

Постоянные интегрирования определяем из начальных  

условий: 

при    0t  х = 0; ;cos0 Vx  

у = 0; .sin0 Vy  

Подставляя начальные условия в выражения для проекций 

скоростей и координат, получим 

;cos 10 СV     ;sin 30 СV     0 = С2;   0 = С4. 

Тогда окончательно выражения для проекций скоростей и ко-

ординат получим в виде 

;cos0  VxVx    ;sin0  VgtyVy   

;cos0 tVx    .sin
2

0

2

tV
gt

y   

Рассматривая полученные функции в конечном положении 

движения частицы (в момент соприкосновения с поверхностью зда-

ния), получим четыре конечных выражения для определения соот-
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Рис. 1.3 

ношения между величинами Т, , , V0, Vk, L и h. 

;cossin 0  VVk     ;sincos 0  VgTVk  

;cos0 TVL      .sin
2

0

2

TV
T

gh   

Задавая три величины из семи перечисленных, четыре остав-

шиеся можно определить из полученных выражений. 

Внутренний диаметр насадки  и производительность насоса 

Q подбирают исходя из заданной или полученной величины V0 с 

учетом выпускаемого насосного оборудования и конструкции 

насадки из соотношения 

4/20
d

Q
V


 . 

Для определения hmax получают уравнение траектории части-

цы в координатной форме: 















cos
sin

cos2

1

0
0

2

0 V

x
V

V

x
gy  

и исследуют функцию у = у(х) на экстремум. 

Пример 2. Моделирование транспортирования строительных 

материалов. 

С кирпичного завода на строительную площадку с помощью 

пневмотрубопроводного транспорта производится транспортировка 

кирпича в контейнерах под действием силы давления сжатого воз-

духа. Длина трубопровода – L, м. Начальная скорость контейнера 

.00 V  Масса контейнера с кирпичами – m, кг. Время движения 

контейнера по трубопроводу – Т, с. Производительность транспорт-

ной линии – Q, шт./ч. Скорость контейнера на выходе из трубопро-

вода – kV , м/с. Сила давления сжатого воздуха с учетом потерь на 

сопротивление движению –  

F = а(L – х), где а – константа, Н. 

Контейнеры транспортируются 

по одному. Определить скорость 

контейнера на выходе kV  и про-

изводительность транспортной 

линии Q (рис. 1.3). 
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Решение. Дифференциальное уравнение движения контей-

нера 
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Постоянные интегрирования С1 и С2 определим из начальных 

условий: 

;0 2
1 L

m

a
C   

.cos0 21 C
m

a

a

mC
L   

 

Пример 3. Моделирование забивания сваи.  

При строительстве фундаментов зданий и других сооружений, 

например подпорных стенок, береговых и промежуточных опор, 

фундаментов водоспускных труб в сложных условиях, опор путе-

проводов и мостов, широко используют сваи, забиваемые в грунт 

ударным молотом. Получив некоторую начальную скорость V0 м/с, 

свая массой m кг погружается поступательно в грунт. При движе-

нии свая, помимо действия силы тяжести, испытывает сопротивле-

ние среды, пропорциональное первой степени скорости R = V  
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Рис. 1.4 

( = const – коэффициент пропорциональности). Определить закон 

движения сваи в грунте (рис. 1.4). 

Решение. Дифференциаль-

ное уравнение движения сваи 
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Постоянные интегрирования определим из начальных  

условий: 
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ГЛАВА 2. ВВЕДЕНИЕ В ДИНАМИКУ 

МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

 

2.1. Понятие о механической системе. 

Силы, действующие на механическую систему 
 

Системой материальных точек или механической системой 

называют такую совокупность точек, положение и движение каж-

дой из которых зависит от положения и движения остальных. Твер-

дое тело является частным случаем механической системы. 

Свободной механической системой называют совокупность 

материальных точек, движение которых не ограничено никакими 
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связями. В противном случае механическая система несвободная. 

В соответствии со статикой, силы, приложенные к несвобод-

ной механической системе, можно разделить на активные (задавае-

мые) и реакции связей, либо внешние и внутренние. Равнодейству-

ющую всех активных сил, приложенных к точке iM  несвободной 

механической системы, условимся обозначать iF , а равнодейству-

ющую реакций связей – iR . Внешние силы условимся обозначать 

e
iF , а внутренние – 

I
iF . 

Одна и та же сила в зависимости от того, какая механическая 

система рассматривается, может быть как внешней, так и внутрен-

ней. 

Таким образом, любая сила, действующая на точку механиче-

ской системы, в соответствии с двумя вышеупомянутыми класси-

фикациями является внешней или внутренней, и в то же время она 

является активной силой или реакцией связи. 

Движение механической системы зависит как от внешних, так 

и от внутренних сил. 

На основе закона равенства действия и противодействия каж-

дой внутренней силе соответствует другая внутренняя сила, равная 

ей по модулю и противоположная по направлению. Из этого следу-

ют свойства внутренних сил – равенство нулю главного вектора IR  

и главного момента 
IM 0  относительно любого центра: 

 
i

I
i

I FR 0;    .000 
i

I
i

I MM                         (2.1) 

Уравнения (2.1) имеют вид векторных уравнений равновесия 

сил, однако внутренние силы не уравновешиваются, так как они 

приложены к различным точкам системы и могут вызывать пере-

мещения этих точек относительно друг друга. 

 

2.2. Центр масс механической системы 

 

При рассмотрении движения твердых тел и других механиче-

ских систем важное значение имеет распределение их масс. Для 

оценки движения механической системы введено понятие центра 

масс, под которым понимают геометрическую точку С, положение 

которой определяется радиусом-вектором cr  (рис. 2.1). 
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,
m

rm

r i
ii

c



                 (2.2) 

где ir – радиус-вектор i-й точки систе-

мы; im  – масса i-й точки системы; m – 

масса всей механической системы. 

Центр масс является не матери-

альной точкой, а геометрической. 

Проектируя выражение (2.2) на 

оси декартовой системы координат, 

получим формулы для определения координат центра масс: 

;
m

xm

x i
ii

c



    ;
m

ym

y i
ii

c



    .
m

zm

z i
ii

c



                 (2.3) 

Учитывая, что масса может быть связана с силой тяжести вы-

ражением gmP  , нетрудно убедиться в совпадении центра тяже-

сти тела (системы тел) с центром масс. Однако понятие «центр масс 

системы» более общее, так как применимо для любой системы ма-

териальных точек независимо от того, находится ли она под дей-

ствием каких-либо сил или нет. Понятие «центр тяжести» применя-

ется лишь для твердого тела или системы тел, находящихся в одно-

родном поле сил тяжести. 

 

2.3. Моменты инерции твердого тела. Радиус инерции 
 

Для характеристики распределения масс в телах при их враща-

тельных движениях требуется введение нового понятия – момента 

инерции. При вращательных движениях момент инерции является 

мерой инертности твердого тела. 

Определим моменты инерции 

твердого тела относительно плоско-

сти, оси и точки. С этой целью про-

ведем через произвольную точку О 

три взаимно перпендикулярные ко-

ординатные оси х, у, z и изобразим 

координатные плоскости хОу, уОz, 

zOx (рис. 2.2), твердое тело рассмот-

рим как совокупность материальных 

 
Рис. 2.1 

 
Рис. 2.2 
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точек iM  (i = 1, 2, ..., n). 

Моментом инерции твердого тела относительно плоскости, 

оси и точки называется скалярная величина, равная сумме произ-

ведений массы каждой точки тела на квадрат расстояния от этой 

точки соответственно до плоскости, оси и точки. 

Обозначим моменты инерции относительно координатных 

плоскостей xzOzyOyxO III ,, ; моменты инерции относительно коор-

динатных осей – zyx III ,,  и момент инерции относительно начала 

координат – 0I . Тогда в соответствии с определением 

   



i
iiiz
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iiiy
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iiix
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iixzO
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iizyO

i
iiyxO

yxmIxzmIzymI

ymIxmIzmI

);(;)();(

;;;

222222

222

 

.)( 2222
0  

i
iiii

i
ii zyxmrmI  

Переходя к пределу при стремлении числа разбиений твердого 

тела к бесконечности ( n ), запишем вышеприведенные выраже-

ния в более удобной интегральной форме: 

;;; 222 dmyIdmxIdmzI
m

xzO
m

zyO
m

yxO               (2.4) 

   
m

z
m

y
m

x dmyxIdmxzIdmzyI ;)(;)(;)( 222222
    (2.5) 

.)( 222
0  

m

dmzyxI                                  (2.6) 

Между моментами инерции твердого тела относительно коор-

динатных плоскостей, координатных осей и начала координат су-

ществуют определенные зависимости: 

;2 0 zyx IIII   

.;; zOxyOzzyOzxOyyxOyzOxx IIIIIIIII            (2.7) 

Момент инерции относительно заданной оси, например оси z, 

можно определить как момент инерции точки в виде произведения 

массы тела m на квадрат линейной величины iz, называемой радиу-

сом инерции тела относительно этой оси: 
2
zz imI  .                                             (2.8) 

Формула (2.8) показывает, что радиус инерции iz определяет 

расстояние от оси z до точки, в которой нужно сосредоточить всю 
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массу m тела, чтобы момент инерции точки относительно этой оси 

равнялся моменту инерции тела. 

Вышеприведенные моменты инерции всегда положительны. 

Единицей измерения момента инерции в СИ является 1 кгм
2
. 

 

2.4. Теорема Штейнера о моментах инерции твердого тела 

 относительно параллельных осей 

 

Теорема. Момент инерции твердого тела относительно неко-

торой оси равен моменту инерции тела относительно параллельной 

оси, проходящей через его центр масс, сложенному с произведени-

ем массы тела на квадрат расстояния между осями. 

Пусть требуется определить момент инерции относительно 

оси .OL  Проведем через центр масс тела С три взаимно перпенди-

кулярные оси, из которых ось Сz параллельна оси OL , а ось Сy ле-

жит в плоскости параллельных осей Cz и OL . Обозначим через d 

расстояние между осями Cz и OL  (рис. 2.3, а). Твердое тело рас-

смотрим как совокупность материальных точек. Из произвольной 

точки M твердого тела опустим перпендикуляры h и r на оси OL  и 

Cz (рис. 2.3, а, б). Тогда для определения искомого момента инер-

ции получим следующее выражение: 

     
m mmm m

L ydmddmddmrdmdyxdmhI .2)( 22222

 
а) б) 

 
Рис. 2.3 

 

Из формул (2.3) для определения координат центра масс меха-

нической системы следует, что в случае твердого тела 

 
m

cmyydm ,0

 

так как 0cy . Учитывая, что  
m

czIdmr2
, а
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 
m

mdm , окончательно получим формулу, характеризующую  

теорему:  
2mdII czL  .                                        (2.9) 

Формула (2.9) показывает, что из совокупности параллельных 

осей ось, проходящая через центр масс тела, характеризуется 

наименьшим моментом инерции. 

Полярный момент инерции тела (момент относительно точки) 

относительно центра масс согласно (2.7) 

.2 czcycxc IIII   

Следовательно, центр масс тела является полюсом, относи-

тельно которого полярный момент инерции тела имеет наименьшее 

возможное значение.  

Пользуясь формулой (2.9) теоремы, можно установить связь 

между радиусами инерции тела относительно рассматриваемых 

осей: 

.222 dii czL   

 

2.5. Моменты инерции простейших однородных тел 

 

Определим моменты инерции однородных тел относительно 

осей, проходящих через центр масс и являющихся осями симмет-

рии. При этом ось, проходящая через центр масс, называется цен-

тральной осью. 

Момент инерции однородного тонкого стержня (рис. 2.4). 

Масса стержня LSm  , где   – плотность; S – площадь поперечно-

го сечения стержня. Разобьем стержень 

по длине на малые элементы. Масса эле-

мента длиной dx равна dxSdm  , а его 

момент инерции cydI = dxSxdmx 22  , 

откуда момент инерции всего стержня 

.
1212

22/

2/

3
2 mLLS
dxxSI

L

L
cy 






   (2.10) 

Момент инерции однородной круглой пластинки малой 

толщины (рис. 2.5). Определим момент инерции пластинки отно-

сительно оси z, перпендикулярной пластинке и проходящей через ее 

 
Рис. 2.4 
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центр. Для этого разобьем пластинку на элементарные кольца ради-

усом r и шириной dr. Рассуждая аналогично предыдущему случаю, 

получим 

2

2mR
Icz  .                (2.11) 

Определим момент инерции 

пластинки относительно осей x и y. 

Для этого воспользуемся формула-

ми (2.5), учитывая при этом малость 

толщины пластинки: 

    dmydmzyIcx
222

; 

    ,222 dmxdmxzIcy  

откуда   .22
czcycx IdmxyII    

В силу симметрии пластины cycx II  . Тогда из полученного 

соотношения следует, что  

.
42

1 2mR
III czcycx                                (2.12) 

Момент инерции однородно-

го круглого цилиндра (рис. 2.6). 

Разбивая цилиндр на элементарные 

тонкие пластинки, параллельные ос-

нованию, и используя формулу 

(2.11), получим 

;
2

2mR
Icz                  (2.13) 

.
124

22















HR

mII cycx     (2.14) 

 

Момент инерции полого ци-

линдра (рис. 2.7). Момент инерции полого цилиндра с внешним ра-

диусом R1 и внутренним радиусом R2 относительно его центральной 

продольной оси Cz можно определить как разность моментов инер-

ции сплошных цилиндров радиусами R1 и R2: 

 
Рис. 2.5 

 
Рис. 2.6 
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 2
2

2
1

2

1
RRmIcz  .                              (2.15) 

Момент инерции однородного кругового конуса (рис. 2.8). 

Разбивая конус на элементарные круглые пластинки малой 

толщины, параллельные основанию, получим 

.3,0 2mRIcz                                         (2.16) 

Момент инерции однородного шара (рис. 2.9). Разбивая шар 

на элементарные круглые пластинки малой толщины, а также учи-

тывая его симметричность относительно осей координат, получим 

.
5

2 2mRIII czcycx                                (2.17) 

 

 
    Рис. 2.7                       Рис. 2.8                       Рис. 2.9 

 

2.6. Момент инерции твердого тела относительно любой оси.  

Эллипсоид инерции 
 

Проведем через некоторую точку О тела три взаимно перпен-
дикулярные оси х, y, z и произвольно направленную ось  , состав-

ляющую с осями углы  ,,  

(рис. 2.10). 
Рассмотрим твердое тело как со-

вокупность материальных точек, коли-
чество которых стремится к бесконеч-
ности. Возьмем произвольную точку М 
с координатами х, y, z. Опустим из точ-
ки М перпендикуляр на ось ,  длина 

которого h. 

  
 

Рис. 2.10 
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Момент инерции тела относительно оси :     

.2

m

dmhI  

Вводя в рассмотрение единичный вектор   cos,cos,cose , 

направленный вдоль оси ,  величину h
2
 можно представить следу-

ющим образом: 

   

   

  
  .coscoscos

coscoscos

coscoscos

2

222222

2222

2222222









zyx

zyx

zyxzyx

eOMzyxOKOMh

 

Тогда после некоторых преобразований момент инерции мож-

но представить в виде 

,coscos2coscos2coscos2

coscoscos 222





zxyzxy

zyx

III

IIII
    (2.18)  

где zxyzxy III ,,  – центробежные моменты инерции тела, опреде-

ляемые по формулам 

.;; 
m

zx
m

yz
m

xy dmxzIdmzyIdmyxI            (2.19) 

 Центробежные моменты 

инерции могут быть положитель-

ными, отрицательными и равными 

нулю. Они характеризуют асим-

метричность тела (распределение 

масс) относительно координатных 

осей. 

Рассмотрим изменение мо-

мента инерции I , происходящее 

при изменении направления оси . 

Для наглядного изображения этого 

изменения отложим по оси   от 

точки О отрезок ON (рис. 2.11), длина которого 

./1  ION                                  (2.20) 

  

 
Рис. 2.11 
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Направляющие косинусы оси     можно представить в виде 

;/cos  IxONx  

;/cos  IyONy  

./cos  IzONz  

Подставив выражения для  cos,cos  и cos  в формулу (2.18) 

и разделив на I , получим уравнение поверхности, описываемой 

точкой N при повороте оси    

.1222222  zxIyzIxyIzIyIxI zxyzxyzyx         (2.21) 

Очевидно, что уравнение (2.21) является уравнением эллипсо-

ида, который в механике получил название эллипсоида инерции. 

Три оси симметрии эллипсоида инерции называются главны-

ми осями инерции тела в точке О, а моменты инерции относи-

тельно этих осей называются главными моментами инерции. 

Если за оси координат принять главные оси инерции, то 

уравнение эллипсоида инерции (2.21) упростится: 

.1222  zIyIxI zyx                                (2.22) 

Каждой точке тела соответствует определенный эллипсоид 

инерции, который характеризует моменты инерции тела относи-

тельно всех осей, проходящих через данную точку. 

Эллипсоид инерции, соответствующий центру тяжести тела, 

называется центральным эллипсоидом инерции, а его оси сим-

метрии – главными центральными осями инерции. 

Нетрудно убедиться в следующем.  

Если какая-либо из осей координат, проведенных через задан-

ную точку, является главной осью инерции в этой точке, то центро-

бежные моменты инерции, в которые входит соответствующая этой 

оси координата, равны нулю.  

Если однородное тело имеет ось симметрии, то эта ось являет-

ся его главной центральной осью инерции. 

Если однородное тело имеет плоскость симметрии, то во всех 

точках этой плоскости одна из главных осей инерции направлена по 

перпендикуляру к этой плоскости. 
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ГЛАВА 3. ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ ДИНАМИКИ ТОЧКИ  

И МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

 

3.1. Дифференциальные уравнения движения  

механической системы 
 

Пусть имеем систему n материальных точек с массами m1,  

m2, ..., mn. Приложенные к точкам силы разделим на внешние и 

внутренние. Тогда основное уравнение динамики для i-й точки за-

пишется в виде 

),...,,2,1( niFFam I
i

e
iii   

где 
I

i
e

i FF ,  – равнодействующие, соответственно, внешних и внут-

ренних сил, приложенных к i-й точке. 

Проектируя записанное векторное уравнение на оси декарто-

вой системы координат, получим 3n дифференциальных уравнений 

движения: 

.;; I
i

e
iii

I
i

e
iii

I
i

e
iii ZZzmYYymXXxm           (3.1) 

Для нахождения уравнений движения механической системы 

по заданным силам и начальным условиям необходимо дважды 

проинтегрировать систему (3.1). Эту задачу не удается точно ре-

шить в общем случае даже для одной точки. Задача интегрирования 

дифференциальных уравнений движения еще сложнее, если на ме-

ханическую систему наложены связи. 

В некоторых случаях из дифференциальных уравнений движе-

ния системы можно без интегрирования получить первые интегра-

лы, то есть соотношения, в которые не входят производные второго 

порядка от координат по времени (проекции скоростей). 

Если известны первые интегралы, то задача интегрирования 

системы дифференциальных уравнений облегчается. Хотя отдель-

ные первые интегралы и не могут полностью описать движения 

всех точек системы, однако они иногда характеризуют важные сто-

роны движения системы в целом. 

Первые интегралы системы дифференциальных уравнений 

движения удобно получать из так называемых общих теорем дина-

мики, когда выполняются некоторые дополнительные условия для 

действующих сил. Кроме того, общие теоремы динамики, даже ко-

гда по ним нельзя определить первые интегралы, дают ценную ин-
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формацию о движении точки или системы. В некоторых задачах, 

где не требуется полного знания движения системы, эти сведения 

могут оказаться достаточными. 

Общие теоремы динамики являются следствиями системы 

дифференциальных уравнений движения точки или, соответствен-

но, механической системы. 

 

3.2. Теорема о движении центра масс 

 

Теорема. Центр масс механической системы движется как ма-

териальная точка с массой, равной массе всей системы, и находя-

щейся под действием силы, равной главному вектору внешних сил 

системы. 

Запишем основное уравнение динамики для i-й точки  

системы: 

.I
i

e
iii FFam   

Суммируя по всем точкам системы, получим 

.
i

I
i

i

e
i

i
ii FFrm   

Из формулы (2.2), продифференцированной дважды, следует, 

что cc
i

ii amrmrm   . Учитывая также, что главный вектор внут-

ренних сил 0
i

I
i

I FR , окончательно будем иметь 

.e
c Ram                                               (3.2) 

Проектируя (3.2) на оси декартовой системы координат, полу-

чим дифференциальные уравнения движения центра масс: 

.;; e
c

e
c

e
c ZzmYymXxm                        (3.3) 

Из уравнений (3.2) и (3.3) следует, что внутренние силы не 

влияют непосредственно на движение центра масс, однако они мо-

гут оказать косвенное влияние. 

Из кинематики известно, что поступательное движение твер-

дого тела полностью определяется движением одной из его точек. 

Следовательно, движение центра масс вполне определяет поступа-

тельное движение всего тела. 

Следствия из теоремы (закон сохранения движения центра 

масс) 
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1. Если главный вектор внешних сил остается все время рав-

ным нулю, то центр масс механической системы находится в покое 

или движется прямолинейно и равномерно. 

Действительно, если 0eR , то из (3.2) следует .0ca  Откуда 

constcV . 

2. Если проекция главного вектора внешних сил на какую-либо 

неподвижную ось остается все время равной нулю, то проекция 

центра масс механической системы на эту ось неподвижна или 

движется равномерно. 

Действительно, если 0eX , то из (3.3) следует .0cx  Откуда 

constcx . 

В качестве примеров, иллюстрирующих применение теоремы о 

движении центра масс и ее следствий, можно привести следующие. 

Человек может перемещаться по горизонтальной плоскости 

только при наличии ее шероховатости, так как уравнение (3.2) в 

проекции на горизонталь может содержать только силу трения, обу-

словленную шероховатостью поверхности. 

В качестве второго качественного примера можно привести 

невозможность поднятия человеком самого себя. Мышечные уси-

лия рук человека, приложенные к своему телу, являются внутрен-

ними силами и, следовательно, не могут изменить его положения. 

В качестве примера косвенного влияния внутренних сил на 

движение механической системы можно привести случай падения 

парашютиста в воздухе. Внутреннее усилие руки человека, дей-

ствующее на кольцо парашютиста, приводит к его раскрытию и, как 

следствие, появлению новых внешних сил – сопротивления воздуха. 

 

3.3. Первая мера действия силы и механического движения 

 

Механическое движение происходит под действием сил. По-

этому естественно возникает вопрос о мере действия силы и непо-

средственно самого движения, причем эти две меры, безусловно, 

должны быть связаны между собой. 

Первой мерой действия силы является ее импульс. 

Импульсом постоянной силы F  за какой-нибудь промежу-

ток времени 0tt   называется вектор  FS , равный произведе-

нию силы на этот промежуток. 
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Импульс силы характеризует передачу материальной точке 

механического движения со стороны действующих на нее сил за за-

данный промежуток времени. Единицей измерения импульса в си-

стеме СИ является 1 Н·с. 

Для определения импульса переменной силы )(tFF   за про-

межуток времени 0tt   этот промежуток разбивают на элемен-

тарные промежутки dt и определяют элементарный импульс силы 

на каждом из таких промежутков, считая силу на нем постоянной, 

dttFSd )( . Суммируя элементарные импульсы, получим полный 

импульс переменной силы на конечном промежутке времени: 

.)(

0


t

t

dttFS                                            (3.4) 

Проекции импульса на оси координат: 


t

t
x dttXS

0

;)(    ;)(

0


t

t
y dttYS    .)(

0


t

t
z dttZS             (3.5) 

Если к точке приложено несколько сил nFFF ...,,, 21 , то равно-

действующая сил nFFFF  ...21 . Умножив обе части этого выра-

жения на dt и проинтегрировав, получим выражение для импульса 

равнодействующей: 

nSSSS  ...21 .                                     (3.6) 

Таким образом, импульс равнодействующей нескольких сил за 

некоторый промежуток времени равен векторной сумме импульсов 

составляющих сил за этот же промежуток времени. 

Первой мерой механического движения является количество 

движения. 

Количеством движения материальной точки называется 

вектор ,Vm  равный произведению массы точки на вектор ее ско-

рости.  

Количеством движения механической системы называют 

вектор, равный геометрической сумме количеств движения всех ма-

териальных точек этой системы: 

.
i

iiVmQ   

Продифференцировав выражение (2.2) по времени, получим 

.c
i

ii VmVm   Тогда формулу для определения количества движения 
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механической системы можно представить в более удобной форме: 

.cVmQ                                                (3.7) 

Единицей измерения количества движения в СИ является 

1 кгм/с = 1 Нс. 

 

3.4. Теорема об изменении количества движения. 

Примеры решения задач 

 

Теорема об изменении количества движения точки в диф-

ференциальной форме. Производная по времени от количества 

движения материальной точки геометрически равна равнодейству-

ющей сил, приложенных к точке. 

Действительно, из основного уравнения динамики следует 

Fam   или .F
dt

Vd
m   

Учитывая, что m = const, можем записать 

.
)(
F

dt

Vmd
                                           (3.8) 

Теорема об изменении количества движения точки в ко-

нечной форме (теорема импульсов). Изменение количества  

движения материальной точки за некоторый промежуток времени 

равно импульсу равнодействующей сил за этот же промежуток вре-

мени. 

Действительно, умножая уравнение (3.8) на dt и интегрируя, 

получим 

.0 SVmVm                                         (3.9) 

Проектируя (3.9) на оси декартовой системы координат, полу-

чим три скалярных уравнения: 

.

;

;

0

0

0

zzz

yyy

xxx

SmVmV

SmVmV

SmVmV







                                   (3.10) 

Теорема об изменении количества движения механической 

системы в дифференциальной форме. Производная по времени от 

количества движения механической системы равна главному векто-

ру внешних сил, действующих на систему. 

С учетом выражений (3.7) и (3.2) получим 
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.
)( e

c
cc Ram

dt

Vd
m

dt

Vmd

dt

Qd
  

Таким образом, 

eR
dt

Qd
 .                                           (3.11) 

В проекциях на оси координат уравнение теоремы (3.11) за-

пишется в виде 

.;; ezeyex Z
dt

dQ
Y

dt

dQ
X

dt

dQ
                   (3.12) 

Следствия из теоремы (закон сохранения количества дви-

жения). 

1. Если главный вектор внешних сил за рассматриваемый про-

межуток времени равен нулю, то количество движения механиче-

ской системы постоянно. 

Действительно, из (3.11) при eR = 0 следует .0/ dtQd  Откуда 

constQ . 

2. Если проекция главного вектора внешних сил на какую-

либо ось за рассматриваемый промежуток времени равна нулю, то 

проекция количества движения на эту ось постоянна. 

Действительно, из (3.12) при 0eX  следует 0/ dtdQx . От-

куда xQ = const. 

Теорема об изменении количества движения механической 

системы в конечной форме (теорема импульсов). Изменение ко-

личества движения механической системы за некоторый промежу-

ток времени равно геометрической сумме импульсов внешних сил, 

приложенных к системе, за тот же промежуток времени. 

Умножая (3.11) на dt и интегрируя, получим  

.0
eSQQ                                          (3.13) 

В проекциях на оси координат уравнение (3.13) запишется  

в виде 

;0
e
xxx SQQ     ;0

e
yyy SQQ     .0

e
zzz SQQ           (3.14) 
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3.5. Кинетический момент точки и механической системы 

 

Моментом количества движения 

 или кинетическим моментом 

точки относительно центра O называ-

ется вектор  (рис. 3.1), определяемый 

по аналогии с моментом силы относи-

тельно точки по формуле  

.0 VmrL            (3.15) 

Модуль кинетического момента  

.),sin(0 mVhVrVmrL 


 

Проектируя (3.15) на оси декартовой системы координат, по-

лучим проекции кинетического момента точки: 

).()(

);()(

);()(

xyyxmyVxVmL

zxxzmxVzVmL

yzzymzVyVmL

xyz

zxy

yzx













    

(3.16) 

По аналогии с моментом силы кине-

тический момент относительно оси можно 

представить в виде (рис. 3.2) 

11hmVLz  ,               (3.17) 

где V1 – величина проекции скорости на плоскость, перпендикуляр-

ную оси z; h1 – длина перпендикуляра, опущенного из точки пересе-

чения оси с плоскостью на проекцию количества движения на эту 

плоскость. 

Нетрудно установить связь между кинетическим моментом 

точки относительно центра и оси (рис. 3.2) в виде 

.cos0  LLz                             (3.18) 

Кинетическим моментом или главным моментом количе-

ства движения механической системы относительно центра 
называют вектор, равный геометрической сумме кинетических мо-

ментов всех точек системы относительно этого центра. 

.00  
i

ii
i

i VmrLL                               (3.19) 

Кинетическим моментом механической системы относи-

тельно оси называется алгебраическая сумма кинетических момен-

Vm

0L

 
Рис. 3.1 

 
Рис. 3.2 
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тов всех точек системы относительно этой оси: 

.
i

izz LL                                             (3.20) 

 

3.6. Теорема об изменении кинетического момента 

 

Теорема об изменении кинетического момента точки. Про-

изводная по времени от кинетического момента относительно како-

го-либо центра равна геометрической сумме моментов сил, дей-

ствующих на точку относительно того же центра. 

Используя основное уравнение динамики, получим 

.; Fr
dt

Vd
mrF

dt

Vd
m   

).()()( Vmr
dt

d
VmVVmr

dt

d
Vm

dt

rd
Vmr

dt

d

dt

Vd
mr   

Подставляя в вышезаписанное выражение, получим 

FrVmr
dt

d
 )(  

или 

.0
0 M

dt

Ld
                                             (3.21) 

Проектируя (3.21) на оси декартовой системы координат, по-

лучим следующие скалярные уравнения: 

;x
x M

dt

dL
    ;y

y
M

dt

dL
    .z

z M
dt

dL
                    (3.22) 

Следствия из теоремы. 
1. Если линия действия равнодействующей приложенных к 

материальной точке сил за все время движения проходит через не-

который неподвижный центр, то кинетический момент точки отно-

сительно этого центра остается постоянным. 

Из (3.21) следует, что при const0 00  LM  или 

const Vmr , откуда следует 

.constVr                                       (3.23) 

Полученное уравнение (3.23) называют теоремой площадей, 

так как 

,2
dt

d
Vr


  
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где dtd /  – секториальная скорость (изменение площади, описыва-

емой радиус-вектором точки r ). 

Уравнение (3.23) показывает, что во все время движения точка 

движется по некоторой плоской траектории. 

2. Если момент равнодействующей приложенных к материаль-

ной точке сил относительно некоторой оси за все время движения 

равен нулю, то кинетический момент точки относительно этой оси 

остается постоянным.  

Действительно, если 0xM , то из (3.22) следует constxL . 

Теорема об изменении кинетического момента механиче-

ской системы. Производная по времени от кинетического  момента 

механической системы относительно некоторого центра равна глав-

ному моменту внешних сил, действующих на систему относительно 

того же центра. 

Применим предыдущую теорему об изменении кинетического 

момента к каждой точке системы и просуммируем: 

.; 00
0

00
0  

i

I
i

i i

e
i

iI
i

e
i

i MM
dt

Ld
MM

dt

Ld
 

Так как ,0
0

0

dt

Ld
L

dt

d

dt

Ld

i
i

i

i    а ,00 
i

I
iM  окончательно 

имеем 

eM
dt

Ld
0

0  .                                          (3.24) 

В проекциях на оси декартовой системы координат уравнение 

теоремы (3.24) запишется в виде 

.;; e
z

ze
y

ye
x

x M
dt

dL
M

dt

dL
M

dt

dL
                      (3.25) 

Следствия (закон сохранения кинетического момента). 

1. Если главный момент внешних сил относительно некоторо-

го центра остается все время равным нулю, то кинетический момент 

относительно этого центра остается постоянным. 

Действительно, если 00 eM , то из (3.24) следует const.0 L  

2. Если главный момент внешних сил относительно какой-

либо оси равен нулю, то проекция кинетического момента на эту 

ось остается постоянной. 
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Действительно, если 0e
xM , то из (3.25) следует const.xL  

 

3.7. Вторая мера действия силы и механического движения 

 

В случае простого переноса механического движения с одной 

механической системы на другую, как отмечалось в п. 3.4, мерой 

действия силы является ее импульс, а мерой движения является ко-

личество движения. 

При преобразовании механического движения в другую форму 

движения материи (в форму потенциальной энергии, теплоты, элек-

тричества и так далее) мерой действия силы является ее работа, а 

мерой механического движения – кинетическая энергия. Рассмот-

рим подробно эти два важных понятия классической механики. 

Работа силы, приложенной к точ-

ке. Рассмотрим вычисление работы по-

стоянной по модулю и направлению си-

лы. Работа постоянной силы F  на прямо-

линейном перемещении u  определяется 

скалярным произведением (рис. 3.3): 

.uFA                     (3.26) 

Пусть теперь точка движется по 

криволинейной траектории под дей-

ствием переменной силы F  (рис. 3.4). 

Разбиваем перемещение точки из поло-

жения А в положение В на элементар-

ные перемещения rd  и, используя фор-

мулу (3.26), определяем элементарную 

работу на этом перемещении: 

rdFA  .                 (3.27) 

Элементарная работа обозначена 

символом  , а не d, так как она не всегда 

является полным дифференциалом ка-

кой-либо функции. 

Если X, Y, Z – проекции силы на оси координат, а dx, dy, dz – 

проекции вектора элементарного перемещения rd , то по свойству 

скалярного произведения формулу (3.27) можно записать в виде 

 
 

Рис. 3.3 

 
 

Рис. 3.4 
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.ZdzYdyXdxA                                  (3.28) 

Суммируя элементарные работы и переходя к пределу при 

стремлении числа разбиений участка траекторий к бесконечности, 

получим выражение для определения полной работы на конечном 

перемещении: 

 
B

A

rdFA .                                           (3.29) 

Таким образом, работа переменной силы F  на конечном пере-

мещении АВ определяется криволинейным интегралом, взятым 

вдоль дуги АВ траектории, описываемой точкой приложения силы. 

Если сила F  по величине и направлению является функцией 

длины дуги S, отсчитываемой вдоль траектории точки, то работа 

определяется следующим образом: 

 

B

A

S

S

dSSFA ,)(                                       (3.30) 

где  – проекция силы на направление перемещения (направ-

ление касательной). 

Графически работу можно 

представить как площадь, ограни-

ченную графиком функции )(SF  

и координатной осью (рис. 3.5). 

Единицей измерения работы силы 

в СИ является 1 Н·м = 1 Дж. 

Работа силы, отнесенная к 

единице времени, называется 

мощностью. Мощность можно 

представить следующим образом: 

.zZyYxXVF
dt

rd
F

dt

A
N  


                   (3.31) 

Единицей измерения мощности в СИ является 1 Дж/с = 1 Вт;  

750 Вт = 1 л. с. 

)(SF

 
         Рис. 3.5 
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Работа сил, приложенных к твердому телу. Рассмотрим об-

щий случай движения твердого тела. Разложим движение тела на 

поступательное вместе с полюсом 

и сферическое вокруг этого полюса 

(рис. 3.6). Пусть к произвольной 

точке твердого тела iM  приложена 

сила iF , равная сумме равнодей-

ствующих внешних 
e

iF  и внутрен-

них сил iF  . Скорость рассматрива-

емой точки iM  можно представить 

как скорость полюса, сложенную с 

вращательной скоростью точки iM  

в сферическом движении относительно полюса: 

ii rVV  0 . 

Умножим выражение для скорости на элементарное время dt, 

получим  

dtrdtVdtV ii  0  

или 

ii rdrdrd  0 . 

Элементарная работа равнодействующей сил iF : 

iiiiii rdFrdFrdFA  0  

или 

 dFrrdFA iiii 0 . 

Элементарная работа всех сил, приложенных к телу: 









  








 

  

dFrFrrdFF

dFrrdFAA

i i

I
ii

e
i

e
i

i i

I
i

e
i

i
i

i
i

i
i

i

0

0

 

или 

.)()( 000  dMMrdRRA
IeIe  

Так как по свойству внутренних сил 0IR , 00 IM , то окон-

чательно выражение для полной элементарной работы сил, прило-

женных к телу, примет вид  

 dMrdRA ee
00 .                                (3.32) 

 
Рис. 3.6 
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Таким образом, работу совершают только внешние силы. Ра-

бота внутренних сил, приложенных к твердому телу, равна нулю. 

Из общей формулы (3.32) можно получить выражение для 

определения элементарной работы в более частных случаях дви-

жения. 

При поступательном движении 

0rdRA e  .                                        (3.33) 

При вращательном движении вокруг неподвижной оси z 

.cos00  dMdMdMA e
z

ee                     (3.34) 

Полная работа внешних сил на конечном вращении тела опре-

деляется по формуле 

,

0

 




dMA e
z                                           (3.35) 

а в частном случае, когда проекция главного момента внешних сил 

на ось z вращения постоянна, то есть e
zM = const: 

).( 0 e
zMA                                       (3.36) 

При плоском движении элементарная работа 

,00  dMrdRA e
z

e                                   (3.37) 

где e
zM 0  – проекция главного момента на ось вращения z, проходя-

щую через полюс. 

При сферическом движении 

,0  dMA e                                            (3.38) 

где eM 0  – проекция главного момента внешних сил на мгновенную 

ось   вращения, проходящую через неподвижную точку O. 

Кинетическая энергия. Кинетическая энергия точки опреде-

ляется как половина произведения массы на квадрат величины ее 

скорости, то есть 2/2mVT  . Кинетическая энергия механической 

системы равна сумме энергий отдельных ее точек, то есть 

.2/
2


i

iiVmT   

Теорема Кёнига. Кинетическая энергия механической систе-

мы равна сумме кинетической энергии центра масс системы, масса 

которого равна массе всей системы, и кинетической энергии этой 

системы в ее относительном движении вокруг центра масс.  



145 
 

Пусть механическая система 

движется относительно некоторой 

неподвижной системы отсчета 

Ox1y1z1 (рис. 3.7). Начало подвиж-

ной системы отсчета возьмем в цен-

тре масс системы. Тогда абсолютное 

движение механической системы 

можно представить как совокуп-

ность поступательного движения 

системы с центром масс и относи-

тельного вокруг этого центра. 

По теореме сложения скоро-

стей абсолютную скорость i-й точки iV  можно представить в виде 

,irci VVV   

где cV  – скорость центра масс; irV  – относительная скорость вокруг 

центра масс. 

Кинетическая энергия системы 

   

.
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

22

2

  

  

i i i
iriiricci

irc
i

irci
i

iii
i

ii

VmVmVVm

VVVVmVVmVmT

 

Из формулы (2.2) следует, что .0 c
i

ii rmrm  Откуда, диф-

ференцируя данное выражение по времени, получим .0
i

iriVm  

Окончательно для определения кинетической энергии получим 

следующее выражение: 

.
2

1

2

1 22

i

iric VmmVT                            (3.39) 

Кинетическая энергия твердого тела. Поскольку кинетиче-

ская энергия  является мерой механического движения, то вид фор-

мул для ее определения, очевидно, будет зависеть от вида движения 

твердого тела. 

При поступательном движении твердого тела 

.
222

1 22
2 mV

m
V

VmT
i

i
i

ii                         (3.40) 

Таким образом, при поступательном движении кинетическая 

 
Рис. 3.7 
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энергия определяется как половина произведения массы тела на 

квадрат величины его скорости. 

При вращательном движении тела вокруг неподвижной оси 

,
2

1
)(

2

1

2

1 2222
 
i

ii
i

ii
i

ii RmRmVmT  

где   – величина угловой скорости тела; iR  – радиус окружности, 

описываемой i -й точкой тела. 

Учитывая, что величина момента инерции тела относительно 

оси вращения равна 
i

iiz RmI 2
, окончательно получаем следую-

щую формулу для определения кинетической энергии: 

.
2

1 2 zIT                                           (3.41) 

При плоском движении тела, используя теорему Кёнига,  

получаем 

.
2

1

2

1

2

1

2

1 22222

i

iic
i

riic rmmVVmmVT  

Учитывая, что момент инерции тела относительно оси враще-

ния, проходящей через центр масс, равен 
i

iicz rmI 2
, получим 

22

2

1

2

1
 czc ImVT .                                 (3.42) 

Таким образом, кинетическая энергия тела равна энергии при 

поступательном движении вместе с центром масс, сложенной с 

энергией при вращательном движении вокруг центра масс. 

Если плоское движение представить как вращательное  вокруг 

мгновенного центра скоростей, то, используя теорему Штейнера, 

(3.42) можно преобразовать к виду 

,
2

1 2 pzIT                                         (3.43) 

где pzI  – момент инерции относительно оси z, проходящей через 

мгновенный центр скоростей P. 

При сферическом движении в каждый момент времени пере-

мещение тела можно рассматривать как вращательное вокруг мгно-

венной оси вращения  , проходящей через неподвижную точку O. 
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Тогда по аналогии с (3.43) для определения кинетической энергии 

можем записать  

.
2

1 2
0  IT                                           (3.44) 

В общем случае движения твердого тела, принимая центр масс 

за полюс, по аналогии с (3.42) для определения кинетической энер-

гии получим 

.
2

1

2

1 2
0

2  ImVT c                                 (3.45) 

 

3.8. Теорема об изменении кинетической энергии 

 

Теорема об изменении кинетической энергии материаль-

ной точки. Изменение кинетической энергии материальной точки 

на некотором ее перемещении равно работе силы, действующей на 

точку,  на том же перемещении. 

Используя основное уравнение динамики, получим 

.
2

;

;;;

2

rdF
V

mdrdFVdVm

rdFdtV
dt

Vd
mrdFrd

dt

Vd
mF

dt

Vd
m





 
Интегрируя, получим 

A
mVmV


22

2
0

2

.                                      (3.46) 

Теорема об изменении кинетической энергии механиче-

ской системы. Изменение кинетической энергии механической си-

стемы на некотором ее перемещении равно сумме работ внешних и 

внутренних сил, действующих на систему, на том же перемещении. 

Запишем уравнение теоремы (3.46) для каждой точки  

системы: 

)...,,2,1(
22

2
0

2

niAA
VmVm I

i
e
i

iiii  . 

Суммируя записанные выражения по всем точкам системы, 

получим 

 
i

I
i

i

e
i AATT 0 .                                (3.47) 
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В частном случае твердого тела в соответствии с п. 3.7 

 
i

I
iA 0 . Тогда уравнение (3.47) теоремы будет иметь вид 


i

e
iATT 0 .                                        (3.48) 

 

3.9. Потенциальное силовое поле 

 

Физическое пространство, удовлетворяющее условию, при ко-

тором на точки механической системы, находящейся в этом про-

странстве, действуют силы, зависящие от положения этих точек или 

от положения этих точек и времени, но не от их скоростей, называ-

ется силовым полем. 

Силовое поле называется потенциальным, если существует 

такая однозначная, зависящая от координат или от координат и 

времени скалярная функция U, что вектор силы F  можно предста-

вить в виде 

,gradUF                                            (3.49) 

где Ugrad  – градиент функции U – вектор, равный 

.grad k
z

U
j

y

U
i

x

U
U














  

Таким образом, в случае потенциальности силового поля про-

екции силы на координатные оси в каждой точке поля определяют-

ся по формулам 

.;;
z

U
Z

y

U
Y

x

U
X














                          (3.50) 

Функция U(x, y, z, t) называется силовой функцией или по-

тенциалом вектора F . Следует отметить, что в механике понятие 

потенциальности вводят не только для силового векторного поля, 

но и для других величин, например, скорости. 

Рассмотрим основные свойства силовой функции стационар-

ного силового поля. 
Из (3.50) следует, что силовая функция определяется с точно-

стью до постоянной, так как для определения проекций силы на ко-
ординатные оси требуются только частные производные по коорди-
натам от этой функции и добавление константы к функции U не 
влияет на значения X, Y, Z. Определим элементарную работу сил 
поля: 
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.dUdz
z

U
dy

y

U
dx

x

U
ZdzYdyXdxrdFA 














    (3.51) 

Таким образом, элементарная работа силы в потенциальном 
силовом поле равна полному дифференциалу от силовой функции. 

Полная работа силы F  на участке от точки M0 до точки M 

),,,(),,( 000

0

zyzUzyzUdUA
M

M
   

то есть 

.0UUA                                           (3.52) 

 
Следовательно, полная работа потенциальной силы на ка-

ком-либо перемещении точки равна разности значений силовой 

функции в конечной и начальной точках перемещения и не за-
висит от формы траектории, по которой оно совершается. 

Из (3.52) следует, что работа силы в потенциальном силовом 
поле по любому замкнутому контуру равна нулю, так как значение 
силовой функции в начальной и конечной точках перемещения 
одинаково, если силовая функция не принимает других значений 
после возвращения в первоначальную точку. Силовая функция мо-
жет принимать другие значения после возвращения в первоначаль-
ную точку в зависимости от количества обходов, если область, 
ограниченная замкнутым контуром, содержит в себе специальные 
особые точки силовой функции. 

Интеграл  
C

rdF , взятый по замкнутой кривой C, называется 

циркуляцией вектора силы вдоль этой кривой. 
Тогда необходимостью (можно доказать и достаточноcть) по-

тенциальности силового поля является равенство нулю циркуляции 
вектора силы вдоль любой замкнутой кривой в поле: 

0 rdF
C

.                                          (3.53) 

Из математики известно, что интеграл по контуру можно пре-
образовать в интеграл по поверхности S, стягивающей этот контур. 
Причем подынтегральная функция будет равна проекции на нор-
маль к этой поверхности вектора Frot , имеющего проекции на оси 
координат: 

.rot;rot;rot 
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Таким образом,  

  
SC

dSnFrdF rot  (рис. 3.8). 

Вектор Frot называется вихрем век-

тора силы.  

Следовательно, необходимое и доста-

точное условие потенциальности силового 

поля можно кратко записать в виде 

0rot F          (3.54) 

или в проекциях на оси координат: 

.0;0;0 





























y

X

x

Y

x

Z

z

X

z

Y

y

Z
                    (3.55) 

То есть для того чтобы силовое поле было потенциальным, 

необходимо и достаточно, чтобы оно было безвихревым. 

Если рассматривать точки потенциального силового поля, в 

которых силовая функция имеет одно и то же значение, то все эти 

точки располагаются на поверхности, которую называют поверхно-

стью равного уровня. Уравнение поверхности имеет вид 

U(x, y, z) = C, 

где C – некоторая константа. 

Отметим некоторые свойства поверхности уровня. 

1. Работа силы равна нулю, если начальная и конечная точки 

лежат на одной поверхности уровня. 

2. Сила в потенциальном силовом поле всегда перпендикуляр-

на касательной плоскости поверхности уровня. 

В случае потенциального силового поля наряду с силовой 

функцией можно ввести другую функцию, характеризующую запас 

энергии в данной точке поля, – потенциальную энергию в этой точ-

ке, или потенциальную энергию материальной точки в рассматри-

ваемой точке силового поля. 

Потенциальной энергией П материальной точки в рас-

сматриваемой точке М силового поля называют работу, которую 

совершают силы поля, действующие на материальную точку при 

перемещении ее из точки М в начальную точку М0, то есть  

0MMAП   

или 

П = U0 – U.                                        (3.56) 

 
Рис. 3.8 
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Очевидно, что понятие потенциальной энергии можно ввести 
только для потенциального силового поля, в котором работа не за-

висит от формы траектории между точками М и М0. 
На основании (3.50) и (3.56) имеем 

.;;
z

П

z

U
Z

y

П

y

U
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x

П

x

U
X


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




  

Из выражений (3.51), (3.52) и (3.56) получаем 

.; 00 ППUUAdПdUA   

Из приведенных формул следует, что П определяется с точно-

стью до произвольной постоянной С, которая зависит от выбора 

начальной точки: 

П = –U + C.                                       (3.57) 

Определим силовые функции наиболее часто встречающихся 

однородного поля сил тяжести и силового поля линейной силы 

упругости тела. 

Проекции силы  тяжести P  на оси декартовой системы коор-

динат равны X = 0, Y = 0, Z = –mg. 

Вычисляя элементарную работу силы P , получаем 
.)( dUmgzddzmgZdzYdyXdxA   

Откуда 

.const mgzU                                       (3.58) 

Уравнение поверхности уровня U = C, то есть поверхностями 

уровня являются горизонтальные плоскости, перпендикулярные 

оси z. 

Для линейной силы упругости F  имеем 

.;;; czZcyYcxXrcF   

Вычисляя элементарную работу, получаем 

,)2/(

)(

2 dUcrdcrdr

zdzydyxdxcZdzYdyXdxA




 

так как .; 2222 zyxrrdrzdzydyxdx   

Тогда для силовой функции линейной силы упругости получа-

ем формулу 

,const)(
2

const
2

222
2

 zyx
ccr

U              (3.59) 

где c – коэффициент жесткости. 

В случае движения в потенциальном силовом поле не одной 
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точки, а механической системы, силовая функция U в общем случае 

зависит от координат всех точек системы U(x1, y1, z1; x2, y2, z2; ...; xn, 

yn, zn). Проекции сил, действующих на каждую точку системы, ана-

логично предыдущему варианту, выражаются через силовую функ-

цию в виде 

)....,,2,1(;; ni
z

U
Z

y

U
Y

x

U
X

i
i

i
i

i
i 


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


  

Аналогично определяется работа в виде суммы работ всех сил, 

приложенных к точкам и вводится понятие потенциальной энергии 

для механической системы. 

Закон сохранения механической энергии точки. Для мате-

риальной точки, движущейся в стационарном потенциальном сило-

вом поле, уравнение (3.46) теоремы об изменении кинетической 

энергии можно выразить следующим образом: 

ПП
mVmV

 0

2
0

2

22
 

или 

,
22

0

2
0

2

hП
mV

П
mV

  

где h – постоянная величина. 

Обозначая через E полную механическую энергию точки, со-

стоящую из ее кинетической и потенциальной энергий, получаем 

.
2

2

hП
mV

E                                       (3.60) 

Уравнение (3.60) есть первый интеграл дифференциальных 

уравнений движения точки и характеризует закон сохранения меха-

нической энергии для точки: при движении точки в стационарном 

потенциальном силовом поле ее полная механическая энергия оста-

ется величиной постоянной.  

Закон сохранения механической энергии системы. Для ме-

ханической системы, движущейся в стационарном силовом поле, 

уравнение (3.47) теоремы об изменении кинетической энергии 

можно выразить следующим образом: 

T – T0 = П0 – П   или  Т + П = Т0 + П0 = h. 

Обозначая через Е полную механическую энергию системы, 

аналогично (3.60), имеем 
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Рис. 3.9 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

E = T + П = h.                                 (3.61) 

Выражение (3.61) характеризует закон сохранения механиче-

ской энергии для системы: полная механическая энергия при дви-

жении системы в стационарном потенциальном силовом поле 

внешних и внутренних сил остается величиной постоянной. 

Механические системы, для которых выполняется закон со-

хранения механической энергии, называют консервативными. 

В случае абсолютно твердого тела работа всех внутренних сил 

равна нулю и их потенциальную энергию можно принять равной 

нулю. Тогда в первом интеграле дифференциальных уравнений 

движения (3.61) за потенциальную энергию следует принять только 

потенциальную энергию внешних сил. 
При движении точки или системы в непотенциальном поле 

сил, встречающемся в действительности, когда непотенциальность 
связана с действием сил сопротивления, механическая энергия из-
меняется, причем она всегда уменьшается на работу сил сопротив-
ления. Потерянная системой часть механической энергии обычно 
переходит в тепловую энергию. Полная энергия всех видов (меха-
ническая, тепловая, химическая и так далее) не изменяется при 
движении точки или системы в любом силовом поле. При этом про-
исходит только преобразование одного вида энергии в другой.  

 

3.10. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Тележка поворотного подъ-
емного крана движется с постоянной скоро-

стью V  относительно стрелы (рис. 3.9). Мо-
тор, вращающий кран, создает в период раз-
гона постоянный момент, равный M . Опре-

делить угловую скорость вращения  крана 
в зависимости от расстояния х тележки до 
оси вращения АВ, если масса тележки с гру-

зом равна m, Iz – момент инерции крана (без 
тележки) относительно оси вращения; вра-
щение начинается в момент, когда тележка 

находится на расстоянии х0 от оси АВ. 
 Решение. В соответствии с теоремой об изменении кинетиче-
ского момента механической системы в проекции на ось вращения 
имеем 
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Рис. 3.10 

,e
z

z M
dt

dL
  

где проекция кинетического момента 

;xxmIL zz   .MM e
z   

Отсюда получаем следующее дифференциальное уравнение: 

,22 MxxmxmI z    

или  
  ,22 MxmxmxI z    

или 

   .2 MmxI
dt

d
z   

Откуда, исключая время t и разделяя переменные, получим 

   ;2 MmxI
dx

d
V z        ;0

2 xx
V

M
mxI z   

 

 
.

2
0

mxIV

xxM

z 




 
 

Пример 2. При работе строительного насоса сила сопротивле-

ния раствора движению поршня равна F кН (рис. 3.10). Масса 

поршня – m1 кг; масса шатуна АВ – m2 кг; масса кривошипа ОА – 

m3 кг. Длина кривошипа ОА равна 

длине шатуна АВ и равна r м. Криво-

шип приводится во вращение электро-

двигателем, вал которого общий с 

осью кривошипа. Вал электродвигате-

ля вращается равномерно и делает n 

оборотов в минуту. Кривошип и шатун 

считать однородными тонкими стерж-

нями. Определить кинетическую энер-

гию Т насоса в указанном на рис. 3.10 положении, а также мощ-

ность электродвигателя N, при которой насос не сможет преодолеть 

сопротивление раствора в указанном положении. 

Решение. Кинетическая энергия насоса  

Т = ТОА + ТАВ + ТВ. 

;
3032

1

2

1
22

32







 


nrm
IT OAozOA   
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Окончательно получим 

.
303

2

6

1
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2
123 







 










n
rmmmT  

Мощность электродвигателя N, при которой насос не сможет 

преодолеть сопротивление раствора, определим, используя теорему 

об изменении кинетической энергии системы; 

.0  eATT   

В состоянии покоя уравнение теоремы примет вид 0 = 
eA  

или, в нашем случае, 
,0 FdsMd   

где Md  – работа момента, создаваемого электродвигателем; Fds  – 

работа силы сопротивления. 

Разделим уравнение на dt , получим выражение для определе-

ния мощности N электродвигателя, которой будет недостаточно для 

перемещения поршня насоса в указанном положении: 

.0 BVFN  

r
n

FPBFPBFVFN OAABB 2
30


  (кВт). 

 

ГЛАВА 4. ДИНАМИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 

 

4.1. Простейшие движения твердого тела 

 

Поступательное движение твердого тела. При поступатель-

ном движении все точки тела движутся одинаково, так же как и 

центр масс. Поэтому дифференциальные уравнения движения цен-

тра масс (3.3) можно рассматривать в качестве дифференциальных 

уравнений поступательного движения твердого тела. Используя 

данные уравнения, можно решать два основных типа задач:  
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– по заданному движению твердого тела определять главный 

вектор приложенных к нему внешних сил; 

– по заданным внешним силам и начальным условиям нахо-

дить кинематические уравнения поступательного движения тела. 

Вращательное движение твердого тела. 
Рассмотрим движение тела вокруг неподвиж-

ной оси z (рис. 4.1). Представим тело как сово-

купность материальных точек Mi с массой mi и 

определим кинетический момент относительно 

оси z: 

;iiizi RVmL   

.2

i

ii
i

ziz RmLL  

Учитывая, что осевой момент инерции 

равен ,2

i

iiz RmI  окончательно получаем 

формулу для определения кинетического момента тела относитель-

но оси вращения z в виде произведения величин осевого момента 

инерции Iz и угловой скорости тела :  

. zzz IIL                                           (4.1) 

Используя уравнение (3.25) теоремы об изменении кинетиче-

ского момента, в проекциях на ось z получим  

  e
zz

e
z

ze
z

z MIM
dt

Id
M

dt

dL



 ;;  

или, окончательно, дифференциальное уравнение вращательного 
движения: 

.e
zz MI                                                 (4.2) 

Если проекция главного момента внешних сил на ось z 

,0e
zM  то 0   − вращение тела ускоренное; если ,0e

zM  то 

0   − вращение тела замедленное. Если ,0e
zM  0   и 

const  − вращение тела равномерное. 
Используя уравнение (4.2), можно решать следующие задачи: 
– по заданному уравнению вращательного движения тела  

 = (t) и его моменту инерции Iz определять проекцию главного 

момента 
e
zM  внешних сил, действующих на тело; 

– по заданным внешним силам, приложенным к телу, началь-

 
Рис. 4.1 
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ным условиям вращения 0, 0 и моменту инерции Iz  находить 

уравнение вращения тела  = (t); 

– зная величины 
e
zM  и  , определять момент инерции тела Iz 

относительно оси вращения. 

 

4.2. Плоскопараллельное движение твердого тела 
 

Как известно из кинематики, плоское движение твердого тела 

определяется движением плоской фигуры в ее плоскости. Плоская 

фигура может быть взята в любом сечении тела плоскостью, парал-

лельной заданной неподвижной. В динамике такое сечение удобно 

провести через центр масс тела C и за полюс взять не произвольную 

точку, а центр масс. 

Если в плоскости этого сечения взять неподвижную систему 

отсчета Ox1y1 (рис. 4.2), то положение плоской фигуры относитель-

но этой системы будет определять положение всего тела. Рассмат-

ривая движение плоской фигуры как 

поступательное вместе с центром масс 

C и вращательное вокруг оси z, прохо-

дящей через центр масс, дифференци-

альные уравнения плоскопараллельного 

движения можно представить как сово-

купность дифференциальных уравнений 

движения центра масс (3.3) и враща-

тельного движения (4.2): 

,;; 1111
e
zz

e
c

e
c MIYymXxm                         (4.3) 

где cc yx 11 ,  – координаты центра масс C в неподвижной системе от-

счета; ee YX 11 ,  – проекции главного вектора внешних сил на оси не-

подвижной системы координат. 

 

4.3. Сферическое движение твердого тела 

 

При выводе дифференциальных уравнений сферического дви-

жения тела воспользуемся теоремой об изменении кинетического 

момента. 

Рассмотрим движение тела относительно некоторой системы 

 
Рис. 4.2 
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отсчета с началом в неподвижной точке 

тела О (рис. 4.3) и определим кинетиче-

ский момент тела относительно этой 

точки. 

Сферическое движение в каждый 

момент времени можно рассматривать 

как вращательное вокруг мгновенной 

оси вращения  с угловой скоростью  . 

Для кинетического момента 0L , 

согласно его определению, имеем  
.0 ii

i
i VmrL   



iii

zyxii

zyx

kji

rV  

=      .kxyjzxiyz iyixixiziziy   

Откуда проекции скорости: 

,;; iyixizixiziyiziyix xyVzxVyzV   

где iii zyx ,,  − координаты i-й точки тела с массой mi. 


i

iziyix

iiiiii
i

i

VVV

zyx

kji

mVmrL0  

      .kVyVxmjVxVzmiVzVym
i

ixiiyii
i

iziixii
i

iyiizii      

Проекция кинетического момента на ось х: 
    

  .22
ii

i
izii

i
iy

i
iiix

ixiziiyixi
i

ix

zxmyxmzym

zxzxyymL

 



 

Учитывая, что суммы в полученном выражении представляют 

собой соответственно осевой Ix и центробежные Ixy, Ixz моменты 

инерции, для Lx, а также по аналогии для Ly и Lz получаем 

.

;

;

zzyzyxzxz

zyzyyxyxy

zxzyxyxxx

IIIL

IIIL

IIIL







                              (4.4) 

 
Рис. 4.3 



159 
 

Если за оси координат принять главные оси инерции, то цен-

тробежные моменты инерции равны нулю и формулы (4.4) прини-

мают более простой вид: 

.;; zzzyyyxxx ILILIL                       (4.5) 

Дифференциальные уравнения движения получим как проек-

ции уравнения теоремы об изменении кинетического момента. Со-

гласно этой теореме 

.0
0 eM

dt

Ld


 
Если спроектировать данное уравнение на оси неподвижной 

системы координат, то в эти проекции, согласно (4.4) или (4.5), вой-

дут изменяющиеся моменты инерции, для вычисления которых сле-

дует уже знать движение тела, как раз и подлежащее определению. 
Чтобы избежать этого, Эйлером предложено 
проектировать уравнение теоремы на оси 
подвижной системы отсчета Oxyz (рис. 4.4), 
жестко связанной с твердым телом. 

По аналогии с кинематикой сложного 

движения точки выразим полную производ-

ную от кинетического момента по времени 

через локальную производную, учитывая, 

что векторы kji ,,  подвижные: 

.

~

0
00 L

dt

Ld

dt

Ld
                 (4.6) 

 

    .

0

kLLjLL

iLL

LLL

kji

L

xyyxzxxz

yzzy

zyx

zyx




 

Учитывая (4.6), теорема об изменении кинетического момента 

в проекциях на оси координат запишется в виде 

 
Рис. 4.4 
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.

;

;

e
zxyyx

z

e
yzxxz

y

e
xyzzy

x

MLL
dt

dL

MLL
dt
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MLL
dt

dL







                                   (4.7) 

Если за оси неподвижной системы отсчета принять главные 

оси инерции, то, с учетом (4.5), уравнения (4.7) упростятся: 

                  

 

 

  .

;

;

e
zxyyx

z
z

e
yzxxz

y
y

e
xyzzy

x
x

MII
dt

d
I

MII
dt

d
I

MII
dt

d
I










                                (4.8) 

Дифференциальные уравнения сферического движения тела 

(4.8) называют еще динамическими уравнениями Эйлера. К дина-

мическим уравнениям следует присоединить кинематические урав-

нения Эйлера, выражающие проекции вектора угловой скорости на 

подвижные оси через углы Эйлера , , , и их производные 

по времени: 

  

.cos

;sincossin

;cossinsin













z

y

x

             (4.9) 

 

4.4. Понятие о гироскопе 

 
Важным приложением теории сферического движения являет-

ся описание движения гироскопа. 
Гироскопом называется твердое тело, вращающееся вокруг 

оси материальной симметрии, одна из точек которой неподвижна.  
Ось симметрии z является главной осью инерции, поэтому ки-

нетические моменты определяются по формуле (4.5). Рассмотрим 
некоторые возможные случаи (рис. 4.5). 
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  Рис. 4.6 

а) б) в) 

 
Рис. 4.5 

Пусть ось z неподвижна (рис. 4.5, a). Тогда x = у = 0,  = z; 

Lx = Ly = 0, Lz = Izz = Iz; L0 = Lz = Iz. Вектор кинетического мо-

мента 0L  направлен вдоль оси гироскопа. 

Рассмотрим случай вращения оси z вокруг неподвижной оси с 

угловой скоростью 1  (рис. 4.5, б). Тогда абсолютная угловая ско-

рость 12  . Проекции 0L  определяются по формулам (4.5); 

направление 0L  не совпадает с осью гироскопа. 

Пусть ось z вращается вокруг неподвижной оси z1 с угловой 

скоростью 1 , величина которой 

1  <<  . В этом случае величиной 1  

можно пренебречь и вектор 0L  напра-

вить вдоль оси z (рис. 4.5, в).  zIL0 . 

На этом допущении построена при-
ближенная теория гироскопов. 

При изготовлении гироскопов 
крепление оси гироскопа в одной точ-
ке обычно осуществляют с помощью 
рамок той или иной формы (рис. 4.6). 

Если неподвижная точка О совпадает с центром тяжести гиро-

скопа, то можно установить, что быстрое вращение сообщает гиро-

скопу способность противодействовать силам, стремящимся  

изменить направление его оси вращения. Причем смещение оси 

быстро вращающегося гироскопа происходит не по направлению 

силы, а по направлению ее момента, перпендикулярно к направле-

нию силы. 

Если неподвижная точка О не совпадает с центром тяжести 
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гироскопа и движение происходит только при наличии силы тяже-

сти, то будем иметь случай так называемой регулярной прецессии 

– вращение вокруг оси симметрии z с угловой скоростью  , и вра-

щение оси z вокруг неподвижной оси z1 с угловой скоростью 1 , 

называемой угловой скоростью прецессии. Угол   между осями z 

и z1 при этом остается постоянным. Угловая скорость прецессии  

тем меньше, чем больше угловая скорость   вращения гироскопа 

вокруг его оси симметрии. Простейшим примером такого гироскопа 

является детский волчок. 

Следует отметить, что гироскоп с двумя степенями свободы, в 

отличие от вышерассмотренного с тремя степенями свободы, не об-

ладает способностью противодействовать изменению направления 

его оси вращения. 

 

ГЛАВА 5. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ УДАРА 

 

5.1. Общие понятия 

 

Ударом называется явление, при котором за ничтожно малый 

промежуток времени скорости точек тела изменяются на конечную 

величину. 

Силы, которые развиваются при ударе, называются мгновен-

ными или ударными. 

Длительность удара составляет обычно десятые и меньшие ча-

сти долей секунды. В простейших случаях удар проявляется как  

почти мгновенное наложение или снятие связей, например, столк-

новение движущегося тела с неподвижным. 

Изменение скоростей точек при ударе на конечные величины 
связано с большими ударными ускорени-
ями этих точек, возникновение которых 

требует больших ударных сил. Если F   

ударная сила,    длительность или время 
удара, то характерный график изменения 
ударной силы за время удара от момента 

времени 1t  до момента времени 2t  имеет 

вид, показанный на рис. 5.1. 

Ударная сила быстро возрастает от 

нуля в момент удара до максимального значения, затем также быст-

1

 
Рис. 5.1 
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ро уменьшается обычно по другому закону до нуля в конце удара. 

Во многих случаях не требуется детального знания закона измене-

ния ударной силы. Достаточно только знать суммарный импульс 

этой быстро меняющейся силы за время удара или ударный им-

пульс. 

 Ударным импульсом называется вектор

      



0

.dtFS                                             (5.1) 

Величина ударного импульса равна заштрихованной на 

рис. 5.1 площади. Иногда рассматривают среднюю ударную силу 

срF . Тогда ударный импульс можно представить в виде 

.ср FS                                               (5.2) 

Основные свойства действия ударной силы: 

 действием немгновенных или неударных сил за время удара 

можно пренебречь; 

 перемещения точек за время удара можно не учитывать. 

Многие величины, характеризующие удар, с достаточной точ-

ностью могут быть получены из общих теорем динамики. Рассмот-

рим особенности применения этих теорем к явлению удара. 

Теоремы об изменении количества движения точки и механи-

ческой системы в конечной форме, соответственно, примут вид 

;0 SVmVm                                         (5.3) 

,0 
i

e
iSQQ                                        (5.4) 

где   ударный импульс ударной силы, приложенной к точке; 

  сумма ударных импульсов внешних ударных сил, 

приложенных к механической системе. 

Теорема о движении центра масс в конечной форме следует из 

формулы (5.4). 

,)(
0


i

e
iCC SVVm                                    (5.5) 

где CV , 
0CV   скорости центра масс до и после удара. 

S


i

e
iS



164 
 

Из (5.3) можно получить теорему Кельвина для работы 

ударной силы за время удара. Непосредственно вычислить работу 

ударной силы за время удара трудно, так как ударные силы очень 

большие, а перемещения точек системы за время удара очень малы 

и ими пренебрегают. Теорема Кельвина позволяет выразить работу 

силы через импульс силы и среднее значение скоростей точки,  

то есть через конечные величины. Умножив (5.3) последовательно 

на V  и 0V  скалярно, получим 

0
2

00

0
2 ;

VSmVVVm

VSVVmmV




 

После сложения этих равенств и деления на 2 имеем 

).(
2

1

22
0

2
0

2

VVS
mVmV

  

С учетом теоремы об изменении кинетической энергии точки  

).(
2

1
0VVSA                                           (5.6) 

Теорема Кельвина. Работа силы, приложенной к точке за ка-

кой-либо промежуток времени, равна скалярному произведению 

импульса силы за этот же промежуток времени на полусумму 

начальной и конечной скоростей точки. 

Для механической системы теорема Кельвина следует из (5.6) 

путем суммирования по всем точкам системы. 

Теорема Кельвина применима ко всем случаям движения точ-

ки и механической системы, в том числе и к явлению удара. 

Теоремы об изменении кинетического момента точки и меха-

нической системы в конечной форме соответственно примут вид 

;0 SrVmrVmr                                  (5.7) 

,)(0
)0(

00 
i

e
iSMLL                                  (5.8) 

где 
)0(

0L , 0L   кинетический момент механической системы до и по-

сле удара относительно некоторого центра 0; 
i

e
iSM )(0   сумма мо-

ментов внешних ударных импульсов относительно того же центра. 
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5.2. Удар шара о неподвижную поверхность 

 

Удар называют прямым, если скорость 

точки 0V  перед ударом направлена по нормали 

к поверхности в точке удара (рис. 5.2). После 

удара материальная точка отделится от поверх-

ности, имея в общем случае скорость ,V  

направленную тоже по нормали к поверхности. 

Различают две фазы удара. В течение пер-

вой фазы шар деформируется до тех пор, пока скорость его не ста-

нет равной нулю. При этом вся кинетическая энергия переходит в 

потенциальную энергию сил упругости деформированного тела и 

частично идет на его нагревание. В течение второй фазы под воз-

действием сил упругости шар частично восстанавливает свою фор-

му. Кинетическая энергия при этом полностью не восстанавливает-

ся, то есть после удара скорость шара V будет меньше начальной 

.0V  Отношение 0/VVk   называется коэффициентом восстановле-

ния при ударе. 

Если k = 1, то удар называют абсолютно упругим, если k = 0  

абсолютно неупругим. Удар заканчивается одной первой фазой. 

Если 0 < k < 1, то удар называют просто упругим (или частично 

упругим). 

На точку (шар) при прямом ударе о неподвижную поверхность 

действует ударная сила в виде нормальной реакции поверхности N . 

Если пренебречь импульсом неударной силы тяжести шара и рас-

смотреть отдельно импульсы ударной силы N  во время первой )( 1S  

и второй )( 2S  фаз удара, то, используя теорему об изменении коли-

чества движения (5.3), коэффициент восстановления k можно выра-

зить через величины ударных импульсов: 

.
1

2

S

S
k                                                (5.9) 

Таким образом, коэффициент восстановления при прямом уда-

ре точки о неподвижную поверхность равен отношению величин 

ударных импульсов за вторую 2S  и первую 1S  фазы удара. 

 
Рис. 5.2 
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Удар называется непрямым или косым, если скорость точки 

перед ударом направлена под некоторым углом   к нормали по-

верхности (рис. 5.3). Угол   называют углом падения. При   = 0 

имеем прямой удар. В общем случае скорость 

точки V  после удара составит с нормалью к 

поверхности угол  , который называют уг-

лом отражения. 

Разложим скорости до и после удара на 

нормальные и касательные составляющие: 

.;000   VVVVVV nn  

Коэффициентом восстановления при 

косом ударе называют величину 0nn VVk / . 

Применение теоремы об изменении ко-

личества движения в проекциях на нормаль к поверхности приводит 

к выражению коэффициента восстановления через ударные им-

пульсы: 

n

n

S

S
k

1

2 ,                                               (5.10) 

где nn SS 21 ,   проекции ударных импульсов на нормаль к поверхно-

сти за первую и вторую фазы удара. 

В случае неидеально гладкой поверхности   0VV . В даль-

нейшем принимаем, что поверхность не обладает ударным трением, 

и поэтому   0VV . В этом случае 

  tg
1

tg;tg;tg
0

00

kV

V

V

V

V

V

nnn

. 

Последняя формула выражает зависимость между углом паде-

ния и углом отражения при различных коэффициентах восстанов-

ления и отсутствии ударного трения. 

При абсолютно упругом ударе и отсутствии ударного трения 

кинетическая энергия точки и системы точек не изменяется за время 

удара. При упругом и абсолютно неупругом ударах кинетическая 

энергия изменяется.  

Изменение кинетической энергии в случае абсолютно неупру-
гого удара при мгновенном наложении связей для точки и системы, 
отсутствии ударного трения определяется теоремой Карно.  

 
Рис. 5.3 
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Теорема Карно. Потеря кинетической энергии при абсолютно 
неупругом ударе в случае мгновенного наложения связей и отсут-

ствия ударного трения равна кинетической 
энергии от потерянной скорости точки или 
потерянных скоростей точек системы.  

Рассмотрим удар одной точки в рас-
сматриваемых условиях (рис. 5.4). Умно-
жая уравнение (5.3) скалярно на V  и учи-
тывая, что 0VS , получим 

.00
2  VVmmV  

При абсолютно неупругом ударе кине-

тическая энергия точки уменьшится на величину 2/2/ 22
0 mVmV  . 

Добавляя в это выражение величину, равную нулю, в виде вышепри-
веденной формулы, получим  

.)(
222

2
0

22
0 VV

mmVmV
                              (5.11)  

Векторную величину VV 0  называют потерянной скоро-

стью.  
В случае механической системы, суммируя по всем точкам 

уравнения (5.11), уравнение теоремы Карно примет аналогичный 
(5.11) вид: 

 
i

iii VVmТТ 2
00 )(

2

1
.                             (5.12) 

При этом для каждой точки системы, испытывающей удар, 

должно выполняться условие 0 ii VS  или  
i

ii VS 0 .  

 

5.3. Соударение двух тел 

 

Соударение тел рассмотрим на примере удара двух тел с мас-

сами 1m  и 2m , движущихся поступательно со скоростями 01V  и 02V . 

Будем предполагать, что у соударяющихся тел отсутствует ударное 

трение. Ударные импульсы в этом случае направлены по общей 

нормали в месте соприкосновения тел, то есть по так называемой 

линии удара. 

  

 
Рис. 5.4 
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В случае центрального удара 

линия удара проходит через центры 

масс тел (рис. 5.5). 

Применим теорему об изме-

нении количества движения при 

ударе к каждому телу в отдельно-

сти:  

.

;

202222

101111

SVmVm

SVmVm




 

При ударе двух тел в соответствии с законом равенства дей-

ствия и противодействия .21 SS   Поэтому из записанных выраже-

ний получаем  

,0220112211 VmVmVmVm                       (5.13) 

то есть количество движения  при ударе двух тел не изменяется.  

Если удар абсолютно неупругий, то скорости тел после удара 

одинаковы и равны .V  Тогда из (5.13) имеем 

.
21

022011

mm

VmVm
V




         (5.14) 

Рассмотрим прямой удар 

(рис. 5.6). Тогда скорости тел до 

удара 01V  и 02V  направлены по 

линии удара. Проектируя (5.14) 

на линию удара, получаем  

.
21

022011

mm

VmVm
V




  

Используя для прямого центрального удара теорему об изме-

нении количества движения в проекции на линию удара, а также 

выражение для коэффициента восстановления через ударные им-

пульсы, можно получить формулу для определения коэффициента 

восстановления в виде 

,
)(

0201

21

VV

VV
k




                                        (5.15) 

а уравнение теоремы Карно для потери кинетической энергии в 

форме 

.)(
2

1
)(

2

1

1

1 2
2022

2
10110 










 VVmVVm

k

k
TT           (5.16) 

 
Рис. 5.5 

 
Рис. 5.6 
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При абсолютно упругом соударении (k = 1) потери кинетиче-

ской энергии не происходит: 

,00 TT  

а при неупругом соударении (k = 0) выражение (5.16) принимает 

вид 

.)(
2

1
)(

2

1 2
2022

2
10110 VVmVVmTT                 (5.17) 

 

5.4. Центр удара вращающегося тела 

 

Можно показать, что если по вращающемуся твердому телу 

произвести удар, приложив ударный импульс S , то при выполне-

нии некоторых условий не возникнет ударных реакций в подшип-

никах оси вращения. Получим эти условия.  

Пусть твердое тело АВ с неподвижной 

осью, по которой направлена координатная 

ось z, имеет до удара угловую скорость 0  

(рис. 5.7). К телу приложен ударный им-

пульс .S  После удара угловая скорость из-

менилась и стала равной  . Освободим тело 

от связей и заменим их импульсами реакций 

AS  и BS . Запишем теоремы об изменении 

количества движения и кинетического мо-

мента: 

;0 BA SSSQQ                (5.18) 

).()()( 000
)0(

00 BA SMSMSMLL   

Количество движения  Q  можно определить по формуле 

)( cc rmVmQ  . 

Тогда, учитывая, что   и 0  направлены по одной оси,  

получим  

 jxiym

zyx

kji

mQQ cc

ccc

)()(00 0000  .    (5.19) 

Проекции кинетического момента на оси координат определим 

 
Рис. 5.7 
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по формулам (4.4) для тела, имеющего одну закрепленную точку, 

при условии, что 0 yx  и z . Имеем  

 zzyzyxzx ILILIL ;; . 

Используя эти формулы, получаем: 

).(

);(

);(

0
)0(

00

0
)0(

00

0
)0(

00







zzz

yzyy

xzxx

ILL

ILL

ILL

                                (5.20) 

Проектируя (5.18) на оси координат и учитывая (5.19) и (5.20), 

получим  

;)( 0 BxAxxc SSSmy   

;)( 0 ByAyyc SSSmx                           (5.21) 

;0 Azz SS   

 
).()()()(

);()()()(

);()()()(

0

0

0

BzAzzz

ByAyyyz

BxAxxxz

SMSMSMI

SMSMSMI

SMSMSMI







  

Из системы уравнений (5.21) можно определить составляющие 

импульсов реакций связей AS и BS , а также изменение величины 

угловой скорости 0  при ударе для заданного тела и внешнего 

ударного импульса S. 

Для определения условий, при которых удар по телу не вызы-

вает ударных реакций в подшипниках, необходимо в уравнениях 

(5.21) положить AS  = BS  = 0. Тогда система уравнений (5.21) при-

мет вид  

;0

;)(

;)(

0

0

z

yc

xc

S

Smx

Smy






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SMI

SMI

SMI

zz

yyz

xxz







                                  (5.22) 

Из соотношений (5.22) следует: так как 0zS , то ударный им-

пульс S  должен находиться в плоскости, перпендикулярной оси 

вращения. Выберем начало координат 0 на оси вращения так, чтобы 

импульс S  лежал в плоскости Oху, а координатную ось x направим 

параллельно S  (рис. 5.7). Тогда ударный импульс S  пересечет ось y 

в точке K. При таком выборе осей координат Sy = 0, Sx = S, 

,0)( SM x  0)( SM y . Тогда из второго условия (5.22) получаем 

xc = 0, из четвертого  Ixz = 0, из пятого − Iyz = 0, то есть центр масс 

находится в плоскости Oуz и ось вращения z является главной осью 

инерции для точки O. Ударный импульс S  должен быть перпенди-

кулярен плоскости Oyz, проходящей через центр масс и ось вра-

щения.  

Если ввести в рассмотрение длину LSSMOKL z  )(, , то-

гда, исключая S из первого и шестого уравнений (5.22), получаем  

.
mh

I

my

I
OKL z

c

z                                    (5.23) 

Формула (5.23) аналогична формуле для вычисления приве-

денной длины физического маятника.  

Точка пересечения K линии действия ударного импульса с 

плоскостью, проходящей через ось вращения и центр масс при от-

сутствии ударных реакций в подшипниках, называется центром 

удара.  

Если центр масс находится на оси вращения, то h = yc = 0 и 

расстояние L  от оси вращения до центра удара согласно (5.23) рав-

но бесконечности. В этом случае центра удара не существует и 

внешний ударный импульс, приложенный к телу, целиком переда-

ется на подшипники.  

Полученные условия отсутствия ударных реакций на подшип-

ники имеют большое практическое значение при конструировании 
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машин, подвергающихся при своей работе действию ударных 

нагрузок. Даже в быту неопытный человек, беря в руки молоток и 

ударяя им по какому-либо предмету, чувствует боль в ладони при 

ударе. Опытный же человек, работая молотком часами, не испыты-

вает заметной боли. Объясняется это тем, что ударная реакция по-

верхности, по которой производится удар, стремится заставить мо-

лоток вращаться вокруг оси, проходящей через ладонь человека. 

Последний же, в результате приобретенной сноровки, держит моло-

ток за такое место ручки, чтобы ударный импульс проходил через 

центр удара молотка, поэтому на оси вращения, то есть на ладони 

руки, реактивный импульс ощущаться не будет.  

 

ГЛАВА 6. ПРИНЦИП ДАЛАМБЕРА 

 

6.1. Принцип Даламбера для материальной точки  

и механической системы 
 

Принципом Даламбера называют общий метод, при помощи 

которого уравнениям динамики по форме придают вид уравнений 

статики. 

Запишем основное уравнение динамики в общем случае не-

свободной материальной точки: 

,RFam                                             (6.1) 

где F   равнодействующая активных сил; R   равнодействующая 

реакций связей. 

Вводя в рассмотрение силу инерции am , представим 

уравнение (6.1) в виде векторного уравнения, аналогичного вектор-

ному условию равновесия системы сходящихся сил, которое и ха-

рактеризует принцип Даламбера для материальной точки: 

.RF 0                                        (6.2) 

Принцип Даламбера для материальной точки. При движе-

нии материальной точки в каждый момент времени геометрическая 

сумма всех приложенных к точке активных сил, реакций связей и 

силы инерции точки равна нулю. 

Этот принцип говорит о том, что если к точке помимо активных 

сил и реакций связей условно приложить и силу инерции, то силовой 

многоугольник будет замкнутым. В действительности сила инерции 
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материальной точки приложена не к ней, а к телу, сообщающему 

точке ускорение (на основе основных законов динамики). 

При изучении движения механической системы запишем 

уравнение принципа Даламбера (6.2) для каждой точки системы.  

Тогда для i-й точки 

).,,2,1(0 n...iRF iii                                () 

Сложим все n уравнений: 

0
i

i
i

i
i

i RF  

или 

0 RRR RF ,                                    (6.3) 

где FR   главный вектор активных сил; RR   главный вектор реак-

ций связей; R   главный вектор сил инерции. 

Проведем из произвольного неподвижного центра 0 в каждую 

точку системы радиусы-векторы ir . Умножим уравнение )(  век-

торно слева на ir  и сложим все n уравнений: 

0   
i

ii
i

ii
i

ii rRrFr  

или 

,0000  MMM RF                                         (6.4) 

где FM 0   главный момент активных сил относительно центра 0; 

RM 0   главный момент реакций связей относительно центра 0; 


0M   главный момент сил инерции точек относительно центра 0. 

Выражения (6.3) и (6.4) характеризуют принцип Даламбера 

для механической системы. 

Принцип Даламбера для механической системы. При дви-

жении механической системы в каждый момент времени геометри-

ческие суммы главных векторов и главных моментов активных сил, 

реакций связей и сил инерции материальных точек равны нулю. 

В проекциях на оси координат уравнения (6.3) и (6.4) анало-

гичны уравнениям равновесия статики: 

      
i

zi
i

i
i

yi
i

i
i

xi
i

i MZMYMX .0;0;0;0;0;0    (6.5) 
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6.2. Приведение сил инерции твердого тела  

К простейшему виду 
 

Активные силы и реакции связей, приложенные к телу, разде-

лим на внешние и внутренние силы. Тогда уравнения принципа  

Даламбера (6.3) и (6.4) будут иметь вид 

.0,0 000   MMMRRR IeIe  

По свойству внутренних сил .0,0 0  II MR  

Тогда уравнения принципа Даламбера для твердого тела запи-

шутся в виде 

.0;0 00   MMRR ee  

Рассматривая эти два уравнения совместно с уравнениями тео-

рем об изменении количества движения и кинетического момента 

механической системы: 

eR
dt

Qd
  и ,0

0 eM
dt

Ld
  

получим 

,;
)( 0

0
dt

Ld
Mam

dt

Vmd

dt

Qd
R c

c    

то есть  

.; 0
0

dt

Ld
MamR c                                    (6.6) 

Таким образом, силы инерции твердого тела приводятся к 

главному вектору сил инерции и паре сил с моментом, равным 

главному моменту сил инерции, которые определяются по форму-

лам (6.6). 

Рассмотрим частные случаи движения твердого тела. 

Поступательное движение. Главный вектор сил инерции 

.camR   

Для определения главного момента возьмем за центр приведе-

ния центр масс: 

,0; 
ccc

i
iici

i
iii

i
ic

c
c VrmVrmVmrVmrL

dt

Ld
M  

так как .0cr  

Отсюда следует, что .0
cM  

Таким образом, силы инерции приводятся к равнодействую-
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щей, равной главному вектору сил инерции .camR   

Вращательное движение. Если за центр приведения принять 

точку 0 на оси вращения, то получим 

.; 0
0

dt

Ld
MamR c    

Если центр масс находится на оси вращения, то ca  = 0. Откуда 

следует, что 0R , и силы инерции приводятся к паре сил с мо-

ментом dtLdM /00  , который в проекциях на оси координат за-

пишется в виде 

.
)(

;; 


 
z

z
z

y
y

x
x I

dt

Id
M

dt

dL
M

dt

dL
M  

Если ось z является главной центральной осью инерции, то, 

принимая за центр приведения центр масс, получим 

.
zc IM  

Плоскопараллельное движение. Возьмем за центр приведе-

ния центр масс. Если ось z есть главная центральная ось инерции, то  

;camR       .
zc IM  

 

ГЛАВА 7. АНАЛИТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА 

 

В первой части теоретической механики «Статика» мы изучи-

ли равновесие одного абсолютно твердого тела. Естественно, воз-

никает вопрос, как же изучить равновесие системы тел и вообще 

любой механической системы. Для изучения равновесия и движе-

ния механической системы удобно применять аналитические мето-

ды, которые объединяются под общим названием «Аналитическая 

механика», а то, что изучено в первой части, можно назвать «Гео-

метрическая статика». В основе аналитической механики лежат по-

нятия возможного перемещения, принципа возможных перемеще-

ний, обобщенных координат и обобщенных сил. Впервые в систе-

матизированном виде аналитическая механика была изложена  

Лагранжем.  
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7.1. Связи и их классификация 
 

Для дальнейшего изложения аналитической механики необхо-

димо более подробно рассмотреть и обобщить связи, налагаемые на 

точки механической системы.  

В отличие от классической механики Ньютона под связями 

будем понимать не тела, а условия, ограничивающие свободу пе-

ремещения точек механической системы.  

Математически связи могут быть выражены уравнениями, в 

которые входят координаты точек механической системы, произ-

водные от них по времени и непосредственно время. В дальнейшем 

ограничимся рассмотрением связей, в уравнения которых могут 

входить производные от координат по времени не выше первого 

порядка. Тогда уравнение связи механической системы, состоящей 

из n точек, можно представить в виде уравнения  

  0,,,...,,,,,,,...,,,, 111111 tzyxzyxzyxzyxf nnnnnn  . 

В зависимости от вида данной функции связи разделяются 

следующим образом:  

 геометрические и кинематические; 

 склерономные (стационарные) и реономные (нестацио-

нарные); 

 голономные и неголономные; 

 удерживающие и неудерживающие. 

Геометрическими называются связи, в уравнения которых 

входят только координаты системы и, может быть, время.  

Кинематическими называют связи, в уравнения которых 

кроме координат точек механической системы входят и производ-

ные от них по времени, а также, может быть, время. 

Склерономными (стационарными) называют связи, в урав-

нения которых время явно не входит. 

Реономными (нестационарными) называют связи, в уравне-

ния которых явно входит время. 

Голономными называют все геометрические связи, а также те 

из кинематических, которые путем интегрирования могут быть све-

дены к геометрическим. 

Неголономными называют кинематические связи, уравнения 

которых не могут быть проинтегрированы. 

Удерживающими называют связи, от которых система не мо-
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жет освободиться. 

Неудерживающими называют связи, которые система может 

покинуть. 

Кроме приведенной классификации все связи можно разделить 

на реальные и идеальные. К идеальным связям относятся все свя-

зи без трения. Некоторые связи с трением тоже относятся к идеаль-

ным. Обобщение понятия идеальности связи будет приведено в 

дальнейшем после введения понятия возможного перемещения ме-

ханической системы.  

 

7.2. Возможные (виртуальные) перемещения  

механической системы. Идеальные связи 
 

Возможными или виртуальными перемещениями несвобод-

ной механической системы называются воображаемые бесконечно 

малые перемещения, допускаемые в данный момент наложенными 

на систему связями. 

Возможное перемещение точки можно рассматривать как не-

которое изменение радиуса-вектора этой точки; будем обозначать 

его символом r . 

Действительное элементарное перемещение rd  точки тоже 

должно быть совместимо со связями. Однако возможное перемеще-

ние имеет два существенных различия от действительного. 

1. Действительное перемещение dtVrd   какой-либо точки 

всегда единственное, определяемое вектором скорости точки в дан-

ный момент времени. Перемещение же r   есть любое воображае-

мое элементарное перемещение, которое можно придать точке при 

единственном условии сохранения действия связей. Поэтому оно не 

единственно, и обычно можно указать бесконечное множество та-

ких перемещений. Например, при движении точки по поверхности 

возможными перемещениями являются все элементарные переме-

щения, лежащие в касательной плоскости, проведенной через по-

ложение точки в данный момент. 

2. Действительные перемещения происходят во времени, так 

что rd  есть перемещение точки за время .dt  Возможное же пере-

мещение, как воображаемое, можно совсем не связывать с измене-

нием времени. 

Очевидно, что если связь стационарна, то элементарное дей-
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ствительное перемещение точки принадлежит к числу возможных. 

Возможное перемещение точки r  считают изохронной ва-

риацией радиуса-вектора, то есть его полным дифференциалом, но 

при фиксированном времени, когда изменяются (варьируются) 

только координаты точки. Соответственно zyx  ,,   изохронные 

вариации координат точки, допускаемые связями. Действительное 

перемещение rd  является полным дифференциалом радиуса-

вектора, который определяется по изменению координат точки в за-

висимости от изменения времени. Соответственно dzdydx ,,   пол-

ные дифференциалы координат точки при изменении независимого 

переменного t на величину dt. 

Вследствие уравнений связей, наложенных на систему, не все 

возможные перемещения являются независимыми. Число независи-

мых возможных перемещений называют числом степеней свободы 

системы. 

Возможные перемещения точек механической системы рас-

сматривают как величины первого порядка малости, пренебрегая 

при этом величинами высших порядков малости. Поэтому криволи-

нейные перемещения точек заменяют прямолинейными отрезками, 

отложенными по касательным к траекториям точек. 

Элементарную работу силы на возможном перемещении ее 

точки приложения вычисляют по обычным формулам для элемен-

тарной работы, например 

zZyYxXrFA  , 

и другим формулам для элементарной работы. 

Идеальные связи. В классической механике Ньютона для од-

ной материальной точки, а также для абсолютно твердого тела мы 

называли связь идеальной, если реакция связи нормальна к ее по-

верхности. Нетрудно видеть, что в случае механической системы 

такое определение годится не для всякой связи. 

Возьмем, например, систему, состоящую из двух материаль-

ных точек 1M  и 2M , соединенных между собой идеальным, то есть 

нерастяжимым и невесомым, стержнем. C помощью этой связи 

каждая из точек воздействует на другую, поэтому реакции стержня 

1R  и 2R  являются в то же время силами взаимодействия точек; сле-

довательно, по закону равенства действия и противодействия, они  
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направлены по стержню противополож-

но друг другу (рис. 7.1). Как видим, здесь 

нельзя указать никакой поверхности или 

линии, к которой эти реакции были бы 

нормальны. Поэтому в аналитической 

механике определение идеальной связи 

обобщается следующим образом. 

Связи механической системы назы-

ваются идеальными, если элементарная 

работа реакций связей на любом возможном перемещении системы 

равна нулю для связей удерживающих и не меньше нуля для связей 

неудерживающих: 

.0 i
i

i rR                                            (7.1) 

Возвращаясь теперь к примеру со стержнем (рис. 7.1), оценим 

характер этой связи в свете обобщенного определения идеальной 

связи (7.1). С наложенной на точки 1M  и 2M  связью совместимы 

такие перемещения 1r  и 2r , которые дают одинаковые проекции 

xr1  и xr2  на направление x вдоль стержня, ибо иначе стержень из-

менил бы свою длину. Тогда, пользуясь равенствами R1 = R2;  

xr1 = xr2 , находим работы реакций: 

.022112211  xx rRrRrRrR  

Следовательно, удерживающая связь в виде нерастяжимого 

стержня, связывающего точки данной системы, является идеальной 

связью. 

 

7.3. Принцип возможных (виртуальных) перемещений 

 

Принцип возможных перемещений. Для равновесия механи-

ческой системы, подчиненной идеальным связям, необходимо и до-

статочно, чтобы работа активных сил на любом возможном пере-

мещении системы равнялась нулю для связей удерживающих и бы-

ла бы не больше нуля для связей неудерживающих: 

.0 i
i

i rF                                               (7.2) 

Покажем необходимость сформулированного условия. Пусть 

система находится в равновесии. Тогда для каждой точки системы 

справедливо уравнение равновесия:  

 
Рис. 7.1 
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),...,,2,1(,0 niRF ii   

где iF   равнодействующая активных сил, а iR   равнодействую-

щая реакций связей. 

Придадим системе какое-либо возможное перемещение, при 

котором каждая точка системы получит некоторое перемещение ir . 

Умножим скалярно каждое из уравнений равновесия на ir  и про-

суммируем по всем точкам системы: 

0 i
i

ii
i

i rRrF . 

Так как связи идеальные, то согласно (7.1) 0  ii rR . Откуда 

0 i
i

i rF . 

Докажем достаточность сформулированного условия методом 

от противного. Пусть справедливо условие (7.2), а система не нахо-

дится в равновесии. В случае склерономных связей действительные 

перемещения совпадают с одними из возможных, и силы iF  и iR  

совершают на этих перемещениях положительную работу: 

.0  i
i

ii
i

i rRrF  

Так как в качестве возможных рассматриваются действитель-

ные перемещения, то в условиях (7.1) всегда будет иметь место знак 

равенства, ибо при неудерживающих связях при сходе точки со свя-

зи ее реакция будет равна нулю и, следовательно, работа тоже. Та-

ким образом, в рассматриваемом случае всегда 0 i
i

i rR . Тогда 

из предыдущего неравенства следует 0 i
i

i rF , что противоречит 

принятому предположению. 

В случае удерживающих связей, которые в дальнейшем будем 

рассматривать, уравнение принципа возможных перемещений (7.2) 

запишется в виде 

0 i
i

i rF                                            (7.3) 

или в проекциях на оси координат 

  .0 
i

iiiiii zZyYxX                            (7.4) 

Следует отметить, что принцип возможных перемещений 
справедлив и для неидеальных связей. В этом случае к активным 

силам iF  надо добавить те составляющие реакций связей, которые 
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делают связи неидеальными. 
В принцип возможных перемещений не входят реакции связей. 

Но его можно применять также и для их определения. Для этого 
связь (или часть связи), реакцию которой необходимо определить, 
отбрасывают, заменяя ее реакцией. 

При практическом решении задач механической системе при-
дают возможное перемещение и определяют работы сил на этом пе-
ремещении, то есть составляют уравнение работ (7.3), в котором 
оставляют только независимые перемещения, число которых опре-
деляется числом степеней свободы системы, а остальные переме-
щения выражают через независимые. Приравнивают нулю коэффи-
циенты при независимых перемещениях. При этом, если механиче-
ская система представляет собой твердое тело, свобода перемеще-
ния которого ограничена плоскостью, то, в соответствии с кинема-
тикой, возможное плоское перемещение твердого тела удобно пред-
ставлять в виде суммы двух перемещений: поступательного вместе 
с полюсом и вращательного вокруг полюса. 

Возможен другой вариант применения принципа возможных 
перемещений − так называемый метод координат. В выбранной си-
стеме координат определяют координаты точек приложения сил, за-
тем их варьируют и составляют уравнение (7.4). В уравнении остав-
ляют только независимые вариации координат, число которых 
определяется числом степеней свободы системы, а остальные вари-
ации выражают через независимые. Приравнивают нулю коэффи-
циенты при независимых вариациях. 

 

7.4. Общее уравнение динамики 

 
Рассмотренный в п. 7.3 принцип возможных перемещений, 

справедливый для равновесия системы и дающий общий метод ре-
шения задач статики, может также применяться и к решению задач 
динамики. 

С этой целью рассмотрим уравнение принципа Даламбера для 
каждой точки системы: 

).,21( n...,,i0RF iii   

Умножим каждое уравнение скалярно на возможное переме-

щение точки ir  и просуммируем по всем точкам: 

0)(   
i

iii
i

ii rRrF . 
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В случае идеальных удерживающих связей 0 
i

ii rR  и учи-

тывая также, что iii am , получим 

0)(   ramF
i

iii                                    (7.5) 

или  

 


i
i

i

F
i AA .0                                    (7.6) 

Уравнение (7.5) или (7.6) характеризует принцип возможных 
перемещений для движущейся механической системы и называется 
общим уравнением динамики. 

Суть общего уравнения динамики. При движении механиче-
ской системы, подчиненной идеальным удерживающим связям, в 
каждый момент времени элементарная работа активных сил и сил 
инерции на любом возможном перемещении системы равна нулю. 

В проекциях на оси декартовой системы координат уравнение 
(7.5) запишется в виде 

       0 
i

iiiiiiiiiiii zzmZyymYxxmX  .          (7.7) 

Уравнение (7.5), а также (7.6) и (7.7) называются общим урав-
нением динамики по той причине, что из него можно получить все 
основные уравнения динамики. Так, например, если механическая 
система находится в равновесии, то и уравнение (7.5) переходит в 

уравнение принципа возможных перемещений (7.3) 0 i
i

i rF . 

Если механическая система находится в движении и является сво-
бодной, то вариации координат, входящие в (7.7), являются незави-
симыми, и (7.7) будет справедливо только при равенстве нулю всех 
коэффициентов, что дает дифференциальные уравнения движения 
точек свободной механической системы: 

.;; iiiiiiiii ZzmYymXxm    

Общее уравнение динамики справедливо и для неидеальных 
связей, если к активным силам добавить составляющие реакций 
связей, которые делают связи неидеальными. 

Порядок решения задач с использованием общего уравнения 
динамики такой же, как и при решении задач с использованием 
принципа возможных перемещений, который рассмотрен в п. 7.3. 

Общее уравнение динамики еще называют принципом Далам-
бера – Лагранжа. 
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7.5. Обобщенные координаты 
 
Перемещения точек несвободной механической системы не 

могут быть совершенно произвольными, так как они ограничены 
действующими на систему связями. Это означает, что не все коор-
динаты точек независимы. При таком условии положение точек си-
стемы определяется заданием только независимых координат. 
Остальные координаты определяются из уравнений связей. 

Независимые величины, заданием которых однозначно опре-
деляется положение всех точек механической системы, называются 
обобщенными координатами. 

Механическая система, имеющая S независимых обобщенных 

координат Sqqq ...,,, 21 , характеризуется также S независимыми 

возможными перемещениями или вариациями Sqqq  ...,,, 21 , если 

связи голономны. Число степеней свободы голономной системы 
равно числу независимых обобщенных координат этой системы. 

Для неголономных систем в уравнения связей могут входить 
производные от декартовых координат точек и даже могут быть та-
кие уравнения связей, в которые входят только одни производные. 
Такие уравнения связей наложат дополнительные ограничения на 

вариации независимых координат iq  и, следовательно, уменьшат 

число независимых вариаций, не связывая функциональной зависи-

мостью сами обобщенные координаты q1, q2, …, qS. Для неголоном-

ных систем в общем случае число независимых вариаций (возмож-
ных перемещений) меньше числа обобщенных координат, то есть 
число степеней свободы меньше числа обобщенных координат. 

В дальнейшем будем рассматривать только голономные си-
стемы, то есть системы с голономными связями. 

Декартовые координаты любой точки Mi механической систе-
мы являются функциями обобщенных координат: 

xi = xi (q1, q2, …, qS, t); 

yi = yi (q1, q2, …, qS, t); 

zi = zi (q1, q2, …, qS, t). 

Соответственно, для радиуса-вектора точки iM  получим 

iiiii rkzjyixr   (q1, q2, …, qS, t). 

При поступательном движении твердого тела за обобщенную 
координату можно взять линейное перемещение тела, а при враща-
тельном – угол поворота. 
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7.6. Обобщенные силы 

 

Пусть механическая система, состоящая из n материальных 

точек M1, M2, …, Mn, находится под действием системы сил 

nFFF ...,,, 21 . Предположим, что система подчинена голономным 

связям и имеет S  степеней свободы, то есть ее положение опреде-

ляется S обобщенными координатами q1, q2, …, qS. 

Сообщим обобщенной координате qj бесконечно малое при-

ращение jq , не изменяя остальных обобщенных координат. Тогда 

точки механической системы получат бесконечно малые перемеще-

ния njjj rrr  ...,,, 21 . Работа сил nFFF ...,,, 21  на этих возможных 

перемещениях ij
i

iqj rFA  . Обозначим 

.

j

ij
i

i

j

qj
j

q

rF

q

A
Q









                                   (7.8) 

Обобщенной силой jQ , соответствующей обобщенной ко-

ординате qj, называют скалярную величину, определяемую отно-

шением элементарной работы действующих сил на перемещении 

механической системы, вызванном элементарным приращением δqj 

координаты qj, к величине этого приращения. 
Размерность обобщенной силы зависит от размерности  

обобщенной координаты. Так, если размерность обобщенной коор-

динаты   мq , то размерность обобщенной силы 

      .qAQ Нм/мH/   Если размерность обобщенной координа-

ты   радq , то размерность обобщенной силы  Q  Нм = Дж. 

Как и все силы, обобщенные силы можно разделить на внеш-
ние и внутренние либо на активные и реакции связей. 

Следует отметить, что обобщенные реакции идеальных удер-
живающих связей равны нулю, так как в этом случае в уравнении 

(7.8) .0 ij
i

i rR   

Выражению (7.8) можно придать другой вид, если учесть, что 

.
j

i

i
ijj

j

i

i
iij

i
iqj

q

r
Fqq

q

r
FrFA









  

Тогда 
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Если силы iF  имеют потенциал U, то ii xUX  / ; ii yUY  / ; 

ii zUZ  / .  

Тогда 
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Таким образом, в случае потенциальных сил 

jj
j

q

П

q

U
Q









 ,                                         (7.10) 

где П  U + C  потенциальная энергия. 

 

7.7. Общее уравнение динамики в обобщенных силах 

 

Запишем общее уравнение динамики 

0)(   i
i

iii ramF . 

Вариацию радиуса-вектора ir  выразим через обобщенные ко-

ординаты, учитывая, что )...,,,( 21 Sii qqqrr  , 

....2
2

1
1

 




















j
j

j

i
S

S

iii
i q

q

r
q

q

r
q

q

r
q

q

r
r  

Тогда общее уравнение динамики примет вид 

0)(  



 j

i j j

i
iii q

q

r
amF  

или, меняя порядок суммирования, 

,0)( 
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i
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i
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откуда 
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где 
j

i

i
i

j

i

i
iij

q

r

q

r
amQ












 – обобщенная сила инерции. 

Так как все jq  независимы, то окончательно получаем общее 

уравнение динамики в обобщенных силах в виде 

)....,,2,1(0 SjQQ jj  
                           (7.11)  

 

7.8. Условия равновесия механической системы 

и понятие об его устойчивости 

 

Если механическая система находится в покое, то 0
jQ , и из 

(7.11) следуют условия равновесия в виде равенства нулю обоб-

щенных сил:  

).,...,2,1(0 SjQ j                                   (7.12)  

В случае потенциальных сил уравнения равновесия (7.12) с 

учетом (7.10) записываются в виде 

0




jq

U
 или .0





jq

П
                                 (7.13)  

Состояние равновесия механической системы может быть 

устойчивым, неустойчивым и безразличным.  

Состояние равновесия механической системы называется 

устойчивым, если эта система, выведенная из положения равнове-

сия, совершает колебания около этого положения, неустойчивым – 

если при сколь угодно малом отклонении системы из положения 

равновесия она удаляется от этого положения и колебаний около 

этого положения не возникает, безразличным – если при отклоне-

нии ее из этого положения она и в новом положении может оста-

ваться в состоянии покоя. Из (7.13) следует, что в положении любо-

го равновесия U и П достигают своего экстремального значения.  

Достаточные условия устойчивости положения равновесия ме-

ханической системы определяются теоремой Лагранжа – Дирихле: 

для устойчивости положения равновесия механической системы, 

подчиненной голономным, идеальным, стационарным удерживаю-

щим связям и находящейся в стационарном силовом поле, доста-

точно, чтобы потенциальная энергия в положении равновесия имела 

изолированный относительный минимум.  

Потенциальную энергию с точностью до малых величин вто-
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рого порядка представим в виде квадратичной функции обобщен-

ных координат:  

 

,
2

1

2...2...
2

1

11

1,12112
22

222
2
111









S

j
jiij

S

i

SSSSSSS

qqc

qqcqqcqcqcqcП

   (7.14) 

где ijc  – обобщенные коэффициенты жесткости.  

Если квадратичная форма (7.14) положительна при всех значе-

ниях ),...,2,1( Sjq j  , не равных нулю одновременно, то и П при до-

статочно малых значениях qj будет определенно положительной. 

Это означает, что П в положении равновесия будет минимальна.  

Рассмотрим симметричную матрицу, состоящую из коэффици-

ентов ijc : 























SSSS

S

S

ccc

ccc

ccc

...

...

...

21

22221

11211

 ,                                 (7.15) 

и ее главные диагональные миноры: 

SSS

S

S

cc

cc

cc

cc
c

...

...

...;;;

1

111

2221

1211
2111   .            (7.16) 

Согласно высшей алгебре, квадратичная форма (7.16) опреде-

ленно положительна, если все ее главные диагональные миноры по-

ложительны. Тогда, согласно теореме Лагранжа – Дирихле, условие 

устойчивости положения равновесия консервативной системы за-

пишется в виде  

.0...,,0,0 21  S                            (7.17)  

Для консервативной системы с одной степенью свободы усло-

вия равновесия и его устойчивости можно записать в виде  

,0,0
2

2











qq
q

П

q

П
                              (7.18)  
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где q  – решение уравнения равновесия.  

Если   0/ 22 
qq

qП , то необходимо вычислить производ-

ные более высших порядков  



qq

кк qП / . Если первая не равная 

нулю производная имеет четный порядок и при этом положительна, 

то при *qq   потенциальная энергия имеет минимум, и, следова-

тельно, это положение равновесия системы устойчиво. Если же 

первая не равная нулю производная имеет нечетный порядок, то 

при *qq   нет ни максимума, ни минимума. При отсутствии мини-

мума потенциальной энергии оценка устойчивости положения рав-

новесия механической системы формулируется в специальных тео-

ремах А. М. Ляпунова. Наиболее существенные результаты, весьма 

важные для приложений, получены Ляпуновым в виде следующих 

двух теорем.  

1. Если в положении равновесия потенциальная энергия имеет 

максимум и отсутствие минимума определяется с помощью вторых 

производных от потенциальной энергии, то положение равновесия 

неустойчиво. 

2. Если в положении равновесия потенциальная энергия имеет 

максимум и наличие этого максимума определяется с помощью 

производных низшего порядка, отличных от нуля, то положение 

равновесия неустойчиво. 

Пример равновесия простейшей строительной конструкции – 

однородной тяжелой балки – приведен на рис. 7.2, где а – устойчи-

вое положение равновесия; б – неустойчивое; в – безразличное. 

 

 
Рис. 7.2 
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7.9. Дифференциальные уравнения движения в декартовых  

координатах (уравнения Лагранжа первого рода)   

 

Дифференциальные уравнения движения в декартовых коор-

динатах для одной несвободной точки (уравнения Лагранжа первого 

рода) через множители Лагранжа получены в п. 1.3.  

Аналогично из общего уравнения динамики в проекциях на 

оси декартовой системы координат можно получить уравнения Ла-

гранжа первого рода и для несвободной механической системы, ко-

торые в случае идеальных связей по аналогии с уравнениями (1.9) 

запишутся в виде 

























k

j i

j
jiii

k

j i

j
jiii

k

j i

j
jiii

z

f
Zym

y

f
Yym

x

f
Xxm

1

1

1

,

;

;





                                   (7.19) 

где jjj fN  /  – множители Лагранжа; ),,,...,;,,( 111 tzyxzyxf nnnj  

– уравнения связей )...,,2,1( kj  .  

Таким образом, для определения координат точек и реакций 

связей )...,,2,1( kjN j   имеем 3n+k уравнений: 3n дифференциаль-

ных уравнений (7.19) и k уравнений связей. 

При увеличении числа связей, то есть уменьшении числа сте-

пеней свободы, общее количество уравнений возрастает. Поэтому, 

когда не требуется определение реакций связей, использование 

уравнений Лагранжа первого рода (7.19) для определения уравне-

ний движения (координат) не представляется целесообразным. По-

видимому, представляет интерес рассмотреть движение механиче-

ской системы в обобщенных координатах. С этой целью целесооб-

разно воспользоваться ранее полученным общим уравнением дина-

мики в обобщенных силах.  
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7.10. Дифференциальные уравнения движения  

в обобщенных координатах (уравнения Лагранжа второго рода) 

 

Из общего уравнения динамики в обобщенных силах (7.11) по-

ка не представляется возможным получить кинематические уравне-

ния движения, поэтому преобразуем выражение для определения 

обобщенной силы инерции. Выразим 

jQ  через меру движения ме-

ханической системы – кинетическую энергию Т. Для этого сначала 

установим общий характер зависимости кинетической энергии от 

обобщенных координат. 

Рассматриваем движение голономной механической системы с 

S степенями свободы. Тогда радиус-вектор i-й точки 

).,...,,,( 21 tqqqrr SII   

Скорость i-й точки  

....
1

2
2

1
1 t

r
q

q

r

t

r
q

q

r
q

q

r
q

q

r

dt

rd
V i
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j j
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iiii
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


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
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
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




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


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  

Производные от обобщенных координат jq  называются обоб-

щенными скоростями. 

Кинетическая энергия системы 

 


n

i
iii

n

i
ii VVmVmT

11

2 .
2

1

2

1
 

Из полученного выражения для кинетической энергии с уче-

том формулы для скорости следует 

),;...,,,;...,,,( 2121 tqqqqqqTT SS   

то есть кинетическая энергия есть функция обобщенных координат, 

обобщенных скоростей и времени. 

С учетом сделанного вывода определим обобщенную силу 

инерции 

jQ  через кинетическую энергию Т: 
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Тогда общее уравнение динамики в обобщенных силах (7.11) с 

учетом полученного выражения для 

jQ  примет вид уравнений Ла-

гранжа второго рода: 

)....,,2,1(, SjQ
q

T

q

T

dt

d
j

jj


























                  (7.20) 

Полученные уравнения (7.20) являются дифференциальными 

уравнениями второго порядка относительно обобщенных координат 

Sqqq ...,,, 21 . Дважды интегрируя эти уравнения при соответствую-

щих начальных условиях, получим уравнения движения механиче-

ской системы в обобщенных координатах: 

)....,,2,1(),( Sjtqq jj   

В случае движения механической системы в потенциальном 

силовом поле уравнения (7.20) с учетом (7.10) запишутся в виде 

.
jjj q
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q
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                                 (7.21) 

Учитывая, что потенциальная энергия П = П (q1, q2, …, qS), по-

лучим 
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Окончательно получаем следующее выражение: 

,0






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
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


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jj q

L

q

L

dt

d


                                     (7.22) 

где L = T – П = T + U – функция Лагранжа или кинетический по-

тенциал. 

Следует отметить, что для неголономных систем после Ла-

гранжа также получены дифференциальные уравнения движения 

механических систем в обобщенных координатах: уравнения Рауса, 

Чаплыгина, Аппеля.  
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При практическом решении уравнений Лагранжа второго рода, 

записанных в форме (7.22), удобно от S дифференциальных уравне-

ний второго порядка перейти к 2S дифференциальным уравнениям 

первого порядка Гамильтона. Для этого необходимо дополнительно 

ввести еще S переменных в виде обобщенных импульсов  

j
j

q

L
p




                                              (7.23)  

и функцию Гамильтона  

 


S

j
jj LqpH

1

.                                      (7.24) 

Тогда задача сводится к интегрированию следующих диффе-

ренциальных уравнений первого порядка относительно переменных 

:и jj pq   

)....,,2,1(; Sj
q

H
p

p

H
q

j
j

j
j 









               (7.25)  

Записанные дифференциальные уравнения Гамильтона (7.25) 

называют каноническими уравнениями.  

 

7.11. Примеры решения задач 

 

Пример 1. Определить реакции опор составной конструкции 

(рис. 7.3, а).  

1. Определение горизонтальной составляющей AX  реакции 

жесткой заделки (рис. 7.3, б).  

Освободимся в точке А от связи в горизонтальном направле-

нии, заменив ее реакцией . При этом оставшаяся в точке А часть 

связи будет представлять собой скользящую заделку, допускающую 

возможное поступательное перемещение конструкции  в гори-

зонтальном направлении. Получим следующее уравнение возмож-

ных работ: 

 откуда   

 

AX

S

,0sin  SFSX A .sin  FX A
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Рис. 7.3 

 

2. Опpeделение вертикальной составляющей AУ  реакции 

жесткой заделки (рис. 7.3, в). 

В этом случае возможное перемещение тела АС – вертикаль-

ное поступательное S , а тела ВС – вращательное  вокруг оси, 

проходящей через мгновенный центр вращения РВС положение ко-

торого находится на пересечении перпендикуляров к направлениям 

возможных скоростей точек В и С. 

,0ctg5,05,0  yxA FFSQSY  

где  .cos;sin  FFFF yx  

Учитывая, что ,
actg







S

CP

S

BC
 получаем 
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;0cos5,0
ctg

sin
5,0 




 FFQYA  

.
cos2

2cos
FQYA




  

3. Определение реактивного момента MА жесткой заделки 

(рис. 7.3, г). 

Оставшаяся часть связи в точке А представляет собой непо-

движный шарнир. Тогда возможным перемещением тела АС будет 

поворот на угол  вокруг мгновенного центра вращения РВС. 
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Получаем уравнение  
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





 bF

b
aFbQQMM A  

4. Определение реакций BR  шарнира B (рис. 7.3, д). 

Возможное перемещение конструкции – поворот тела ВС на 

угол  вокруг шарнира С. 

;05,0ctg  BCFaRB  

;0
sin2

ctg 



a

FaRB  

.
cos2 


F

RB  

5. Проверка полученного решения (рис. 7.3, е).  

Составляем уравнения геометрической статики. Для левой  

части составной конструкции имеем 
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Рис. 7.4 

 

Рис. 7.5 
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b
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i
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 Для всей составной конструкции имеем 

 

  .0
cos2

1cos2

cos2

2cos
cos2/cos

cos/2cos5,0cos

2



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






 

FFFFQ
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i
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Пример 2. Определить соотношение 

между величинами сил Q и F при равно-

весии шарнирно-стержневой конструкции 

(рис. 7.4). 

Решение. Записываем уравнение 

возможных работ в координатной форме 

,0 DyDxcycx yFxFyQxQ  

где  

;sin;cos  FFFF yx  

.sin;cos

;sin;cos

;sin;cos







ayabx

ayax

QQQQ

DD

cc

yx

 

Находим вариации координат точек С и D: 

.cos

;sin

;cos

;sin









ay

ax

ay

ax

D

D

c

c

 

Подставляя найденные вариации координат в исходное урав-

нение, получаем 

.0cossinsincos

cossinsincos





aFaF

aQaQ
 

Откуда 

 
 

.
sin

sin






F

Q
 

Рассмотрим второй вариант 
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решения – геометрический метод. Придадим конструкции возмож-

ное перемещение (рис. 7.5) и составим уравнение возможных  

работ: 

 

.0cossinsincos

cossinsincos





aFaF

aQaQ

 

Откуда 

 
 

.
sin

sin

cossinsincos

cossinsincos











F

Q

 
 

Пример 3. Определить величину угла   при равновесии одно-

родной прямоугольной пластины веса Р, опирающейся на криволи-

нейную направляющую в виде полуокружности радиуса R 

(рис. 7.6). Оценить устойчивость положения равновесия. Длина 

пластины равна a, а ее ширина – b. Трением пренебречь. 

Решение. Примем за нуль потен-

циальной энергии положение пластины 

при   = 0. Тогда потенциальная энер-

гия пластины определится как работа, 

которую необходимо совершить для 

перевода пластины из произвольного 

положения в это нулевое положение. 

















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2
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22
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b
PП  







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







 cos

2
sin

2
sincos2

2

ba
R

b
P  

или 

.cos
2

sin
2

2sin
2 


















ba
R

b
PП  

Для определения положения равновесия приравниваем к нулю 

производную от потенциальной энергии 0/ П : 

0sin
2

cos
2

2cos2 









ba
RP ; 

.0sin
4

cos
4

2cos 
R

b

R

a
 

 
Рис. 7.6 
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Полученное уравнение решим графически, предварительно 

преобразовав его.  

Положим  

.cos
4

,sin
4

 A
R

b
A

R

a
   

Тогда уравнение для определения   запишется следующим  

образом: 
,0)sin(2cos  A  

где  

.tg;
4

1

44

22
22

b

a
ba

RR

b

R

a
A 

















  

Для получения конкретного численного решения положим 

baRb 15,)3/2(  . Отсюда следует: ,3/2A  ,15tg 

 42,0 . 

Решение уравнения находим как значение  , соответствующее 

точке пересечения графиков функций 2cos  и )sin( A  (рис. 7.7). 

Очевидно, что искомое значение   находится в промежутке  2/,0  . 

Из графика 

рис. 7.7 следует, что в 

положении равновесия 

 3,0 . Для оцен-

ки устойчивости най-

денного положения 

равновесия вычислим 

вторую производную от 

потенциальной энергии 

в точке  : 

.059,0
3

1
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3
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95,04
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
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PR
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Рис. 7.7 
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Рис. 7.8 

Отсюда следует, что величина  3,0  соответствует  устой-

чивому положению равновесия.  

Точное аналитическое решение уравнения для определения   

можно получить в случае узкой пластины а >> b. Тогда, положив 

b = 0, для определения  величины cos  получим следующее квад-

ратное уравнение: 

.0
2

1
cos

8
cos2 

R

a
 

Откуда 

.
2

1

)16(16
cos

2

2


R

a

R

a
 

Учитывая, что  2/,0  , окончательно получим 

 22 128
16

1
cos Raa

R
 . 

Определим вторую производную от потенциальной энергии: 

.sin
2

cos8sin
2

sin4
2

2






















 a
RP

a
RP

П
 

Очевидно, что 0sin  . Тогда условие устойчивости положе-

ния равновесия запишется в виде 02/cos8  aR  или, подставляя 

выражение для cos , получим 0128)2/1( 22  Ra . То есть имеем 

положение устойчивого равновесия. 

 

Пример 4. Однородная тя-

желая балка ОВ (рис. 7.8) веса Р 

может шарнирно вращаться во-

круг своего конца О. Для удержа-

ния балки в равновесии к его цен-

тру тяжести С прикреплен тяже-

лый однородный канат, переки-

нутый через ничтожно малый 

блок D и несущий на своем конце 

груз Q. Вес единицы длины кана-

та равен q. Определить положе-
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ние и характер равновесия балки, если точка D находится над точ-

кой О на одной вертикали, расстояние ОD = а, длина балки равна ,  

а длина каната – L. Прогибом каната пренебречь.  

Решение. Определим потенциальную энергию, обусловлен-

ную действием силы тяжести балки Р, силой тяжести отдельных ча-

стей каната P1 и P2, а также весом груза Q. За нуль потенциальной 

энергии принимаем положение балки при  = 0. 

П = ПР + П1 + П2 + ПQ. 

Потенциальные энергии П1 и П2 определяем как работу пере-

менных сил. 
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Тогда   
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  .

2

1
;

2
; 2222

2

xdz
xL

azdzxLqП
z








 


 
Тогда 

       
  
xxzz

xdxqdxqLxdzqLdzqП
2

1

2

1
222

22

  

    












0

4

1

2

1 2qxqLx  

 .cos1
4

1
cos

222

1 2
2

2
2

































 aqaaaaqL 





 

 

.cos
22

22

2























































aaaQ

xaQaLxLQПQ






 

Подставляя полученные выражения в формулу для полной по-

тенциальной энергии, получим потенциал энергии механической 

системы в следующем виде: 
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Находим производную от П по  и приравниваем ее к нулю: 
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Из полученного уравнения следует, что одно из положений 

равновесия определится из уравнения sin = 0. Откуда 1 = 0, 

2 = . Другое положение равновесия определится из оставшегося 

уравнения 
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Обозначим .cos
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 Тогда для определения 

у получим следующее квадратное уравнение:  
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решение которого 

.
2816242

2

1

222

2,1





































 Q

qLaqqa
P

qa
Py


 

Полученное решение позволяет записать уравнение для опре-

деления :  
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 Откуда получаем окончательное уравнение для определения : 
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 Для определения устойчивого положения равновесия находим 

вторую производную от потенциальной энергии: 
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Положение равновесия при  = 1 = 0 будет устойчивым, если 

  .0/ 1
22  П  Отсюда находим условие устойчивости поло-

жения равновесия при  = 1 = 0. 
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Аналогично находим условие устойчивости при  = 2 = : 
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Подставляя величины , найденные для других положений 

равновесия, в выражение для 22 /  П , аналогично можно полу-

чить условие устойчивости для этих положений. 

 

ГЛАВА 8. МАЛЫЕ КОЛЕБАНИЯ  

МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
 

8.1. Общие понятия 
 

Колебательные движения механических систем имеют место в 

различных технологических процессах горного производства. В 

технологии строительства и производства строительных материалов 

получили широкое распространение вибрационные машины и про-

цессы. Вибрационные процессы укладки бетонных смесей, форми-

рования железобетонных изделий и изделий из неармированного 

бетона используются повсеместно. Вибрационные грохоты эксплуа-

тируются на множестве строек, карьеров и других предприятий. 

Значительное распространение получили вибрационные машины 

для уплотнения грунта, дорожных оснований и покрытий. Уплотне-

ние и измельчение, смешение и сепарация, забивка свай и бурение 

скважин, разгрузка смерзшихся материалов из транспортных 

средств и разработка мерзлых грунтов, погрузка насыпных матери-

алов и отмывка песка с гравием – это далеко не полный перечень 
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технологических процессов, в которых использование вибрации 

приносит большую пользу. 

Рассмотрим колебательные движения механической системы 

около положения устойчивого равновесия, наличие которого пред-

полагает стационарность связей. Для описания колебаний удобно 

использовать уравнения Лагранжа второго рода. Начало отсчета 

обобщенных координат принимаем в положении устойчивого рав-

новесия. В большинстве случаев получаемые при этом дифферен-

циальные уравнения нелинейны и их интегрирование сопряжено с 

большими трудностями. При малых колебаниях системы, когда 

приращения обобщенных координат и скоростей незначительны, 

полученные уравнения можно линеаризовать. 

Запишем уравнения Лагранжа второго рода в наиболее общем 

виде: 
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q

T

q

T

dt

d В
jj

П
j

jj























 


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где 
П
jQ  – обобщенная сила от потенциальных сил; 


jQ  – обобщен-

ная диссипативная сила от сил линейно-вязкого сопротивления;  
В
jQ  – обобщенная сила от внешних возмущающих воздействий. 

Для составления уравнений (8.1) необходимо получить выра-

жение для определения кинетической и потенциальной энергии че-

рез обобщенные координаты. 

Если связи стационарны, радиусы-векторы точек ir  не зависят 

явно от времени, то есть )...,,,( 21 Sii qqqrr  . Тогда для кинетиче-

ской энергии получим следующее выражение: 

.
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

11111

11 111

2
















 




 



 

S

k
kjjk

S

jk

i

j

i
n

i
i

S

k
kj

S

j

j

S

j j

i
j

n

i

S

j j

i
i

n

i
iii

n

i
ii

qqa
q

r

q

r
mqq

q
q

r
q

q

r
mVVmVmT





 

Таким образом,  

,
2

1

11



S

k
kjjk

S

j

qqaT                                      (8.2) 
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Очевидно, что коэффициенты jka  симметричны относительно 

индексов j и k, то есть kjjk aa  . Если рассмотреть частный случай  

неизменяемой механической системы, например, в виде поступа-

тельно или вращательно движущегося твердого тела, то в первом 

случае коэффициенты ija  являются массой, а во втором – моментом 

инерции твердого тела. Таким образом, коэффициенты ija  характе-

ризуют меру инертности и называются обобщенными коэффици-

ентами инерции. 

В развернутом виде формулу (8.2) можно представить в виде 

квадратичной формы: 

 .2...2...
2

1
1,12112
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2
111 SSSSSSS qqaqqaqaqaqaT    

Разложим коэффициенты jka  в ряды Маклорена в окрестности 

положения устойчивого равновесия: 
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Подставляя полученное выражение в (8.2) и учитывая малость 

колебаний, ограничимся оставлением в этом выражении только сла-

гаемых наиболее низкого порядка малости, а именно – второго по-

рядка. Тогда выражение для определения кинетической энергии 

можно приближенно представить в виде 
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qqaT                                    (8.3) 

В соответствии с (8.3) кинетическая энергия представляется 

положительно определенной квадратичной формой обобщенных 

скоростей с постоянными коэффициентами. Далее постоянные ко-

эффициенты 0)( jka  сокращенно будем обозначать через jka . 

Потенциальная энергия П есть функция обобщенных коорди-

нат П = П (q1, q2, …, qS). Разложим эту функцию в ряд Маклорена в 

окрестности положения устойчивого равновесия по степеням обоб-

щенных координат: 
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Полагаем в положении устойчивого равновесия П0 = 0. На  
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основе условий равновесия исчезают члены, линейные относитель-

но обобщенных координат. Учитывая малость колебаний, оставля-

ем первые, отличные от нуля, слагаемые. Получим следующее  

выражение: 
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Если определить потенциальную энергию  от действия силы 

упругости пружины, то коэффициент jkс  будет равен коэффициен-

ту жесткости пружины, поэтому коэффициенты jkс  называют 

обобщенными коэффициентами жесткости. 

Из (8.4) следует, что  потенциальная энергия представляется 

положительно определенной квадратичной формой обобщенных 

координат с постоянными коэффициентами. 

Обобщенная сила от потенциальных сил 
n
jQ  выражается через 

потенциальную энергию: 
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Рассмотрим определение обобщенной диссипативной силы 

jQ . 

Пусть на точки механической системы действуют линейные 

силы сопротивления C
iF , пропорциональные скоростям точек iV ,  

то есть 
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где i  – постоянные коэффициенты сопротивления. 

Тогда, в соответствии с определением обобщенной силы, 

обобщенную силу 

jQ  от сил сопротивления можно представить 

в виде 
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
 – диссипативная функция Рэлея. 

По аналогии с кинетической энергией выражаем функцию  

Рэлея через обобщенные координаты: 
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Разложим полученную функцию Ф в ряд Маклорена в окрест-

ности положения равновесия и отбрасывая члены более высокого 

порядка малости, получим  
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Далее постоянные коэффициенты 0)( jk  сокращенно будем 

обозначать через jk  и называть приведенными коэффициентами 

сопротивления. 

Диссипативная функция Рэлея может быть выражена через 

полную энергию системы Т + П в виде  

,2
)(




dt

ПTd
 

откуда следует, что Ф характеризует скорость убывания полной ме-

ханической энергии вследствие действия линейных сил сопротив-

ления. 

Возмущающую силу 
В
jQ  считаем зависящей явно от времени. 

Рассматриваем только гармонические возмущения, то есть когда 
В
jQ  изменяется во времени по синусоидальному закону. 

С учетом формул (8.3)–(8.6) и (8.8) уравнения Лагранжа второ-

го рода (8.1) преобразуются к системе линейных дифференциаль-

ных уравнений с постоянными коэффициентами, которые в матрич-

ной форме запишутся в виде 

,DCqqLqA                                          (8.9) 
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где )...,,,( 21 Sqqqq  – вектор-столбец обобщенных координат; 

)...,,,( 21 Sqqqq 
 – вектор-столбец обобщенных скоростей; 

)...,,,( 21 Sqqqq   – вектор-столбец обобщенных ускорений; 

)...,,,( 1211 SSaaaA
 
– квадратная матрица обобщенных коэффициентов 

инерции; )...,,,( 1211 SSL   – квадратная матрица приведенных ко-

эффициентов сопротивления; )...,,,( 1211 SScccC  – квадратная матрица 

приведенных коэффициентов жесткости; )...,,,( 21 SdddD  – вектор-

столбец возмущающих сил. 

В зависимости от действующих на механическую систему сил  

различают три вида колебательных движений: 

1) собственные (простые, гармонические) – происходящие под 

действием потенциальных сил, которые называют еще восстанавли-

вающими силами; 

2) затухающие – происходящие под действием потенциальных 

сил и сил сопротивления среды; 

3) вынужденные – происходящие под действием потенциаль-

ных сил периодического характера, возможно наличие сопротивле-

ния среды. 

В дальнейшем, с целью упрощения математических выкладок, 

рассмотрим малые колебания механической системы с одной степе-

нью свободы. 

Тогда выражения для кинетической энергии (8.3), потенциаль-

ной энергии (8.4) и диссипативной функции Рэлея (8.8) запишутся в 

виде 

,
2

1
;

2

1
;

2

1 222 qcqПqaT                     (8.10) 

где a – обобщенный коэффициент инерции; c – обобщенный коэф-

фициент жесткости;   – приведенный коэффициент сопротивления. 

Для наглядного представления о развитии колебательного 

процесса в системе с одной степенью свободы удобно применить 

геометрическую интерпретацию. Будем рассматривать обобщенную 

координату q и обобщенную скорость q  как прямоугольные декар-

товы координаты точки на плоскости. Эту плоскость называют фа-

зовой. Величины q и q , определяющие состояние механической си-

стемы, называют координатами состояния системы. Некоторому 

движению системы соответствует движение изображающей точки 

на фазовой плоскости. Геометрическое место последовательных по-
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ложений изображающей точки на фазовой плоскости называется 

фазовой траекторией. Фазовая траектория в фазовой плоскости 

называется фазовым портретом. 

 

8.2. Собственные (гармонические) колебания 

 

Пусть механическая система с одной степенью свободы дви-

жется под действием только потенциальных сил. Тогда уравнения 

Лагранжа второго рода (8.1) или, что то же, (8.9) примут вид 

,02  qnq                                                )(  

где acn /  – угловая (круговая) частота колебания. 

Частное решение линейного однородного дифференциального 

уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами нахо-

дится в виде экспоненты teq  . Тогда, подставляя в )( , получаем 

характеристическое уравнение для определения параметра  . 

Корни уравнения ni 2,1 , где .1i  

Общее решение уравнения )( : 

).sin(sincos 2121
21 


ntAntcntcececq

tt
 

Таким образом, уравнение собственных колебаний имеет вид 

),sin(  ntAq                                  (8.11) 

где А и   – постоянные интегрирования (А – амплитуда колебания; 

  – начальная фаза колебания). 

Обобщенная скорость 

).cos(  ntAnq                                   (8.12) 

Постоянные интегрирования А и   определяются из начальных 

условий: при t = 0   q = q0, .0qq    

Промежуток времени T, по истечении которого механическая 

система вернется в исходное положение, имея ту же по величине и 

направлению скорость, называется периодом колебания. 

В соответствии с определением периода колебания из (8.11) и 

(8.12) следует 
 
  ).cos()(cos

);sin()(sin





ntAnTtnAn

ntATtnA
 

Одновременное выполнение этих условий возможно, очевид-
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Рис. 8.3 

 

 
Рис. 8.1 

 

 

 

 

РИС. 8.3 

 
Рис. 8.2 

 

 

 

 

 

РИС. 8.3 

но, только при  2nT , откуда  

.c2
2

c

a

n
T 


                                (8.13) 

Величина, обратная периоду, называется частотой коле-

бания: 

Гц.
2

1




n

T
                                    (8.14) 

Примерный график собственного колебания приведен на 

рис. 8.1. Исключая из (8.11) и (8.12) время t, получим уравнение фа-

зовой траектории в виде эллипса (рис. 8.2): 

.1
)( 2

2

2

2


an

q

a

q 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рассмотрим некоторые примеры собственных колебаний. 

Поступательное движение 

твердого тела (рис. 8.3). Пусть 

тело находится на идеально глад-

кой поверхности под действием 

силы тяжести P  и силы упруго-

сти пружины yF .  

За обобщенную координату 

принимаем линейное перемеще-

ние тела .xq   

  .,ст mgPxFy   

.21

x

П

x

П

x

T

x

T

dt

d





























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Рис. 8.4 

.
2

1 22 xmqaT  
 

 
 

 ;0
2

1

2
ст

1ст111 


  c
xc

cdxxccuП  

 .0sin 222222   cmgxcmgzcmgdzcuП  

Тогда уравнение Лагранжа примет вид 

  .sinст  mgxcxm   

В положении равновесия х = 0, .0x   

c

mg
mgc




sin
;sin0 стст . 

.sin
sin




 mg
c

mg
ccxxm   

И окончательно получаем дифферен-

циальное уравнение собственного колеба-

ния: .02  xnx  

Математический маятник (рис. 8.4). 

Рассмотрим движение материальной точки 

массой m, закрепленной на конце невесо-

мого вращающегося в вертикальной плос-

кости стержня. 

.




















 ПTT

dt

d


 

.cos;
2

1

2

1 22   mgПIqaT x  

Тогда уравнение Лагранжа примет вид 






П
I x   

или           .sin;sin   mgIx  

,02  n  



212 
 

 

Рис. 8.5 

где                                   .
2 

 g

m

mg

I

mg
n

x

  

.
2

1

2

1
;

2



gn

T
v

n
T








  

Физический маятник (рис. 8.5). 

Рассмотрим движение однородной бал-

ки весом Р в вертикальной плоскости. 

Уравнение Лагранжа запишется в 

виде 

 sinmgdIx   

или         ;02  n  

.
2

;
12/

;
12 22

2
2







n
v

d

gd
nmd

m
J x




  

 

8.3. Затухающие колебания и апериодическое движение 

 

Пусть механическая система с одной степенью свободы дви-

жется под воздействием потенциальных сил и сил сопротивления 

среды. Тогда уравнение Лагранжа второго рода (8.1) или, что то же, 

(8.9) примет вид 

,02 2  qnqbq                                     (8.15) 

где /2аb  . 

Характеристическое уравнение, соответствующее однородно-

му уравнению (8.15), запишется в виде 

,02 22  nb  

корни которого  

.2
2,1 nbb 2   

Возможны следующие случаи. 

1. b > n (достаточно большое сопротивление среды). Тогда 2,1  

– различны и вещественны. 

Общее решение уравнения (8.15): 
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.
22

11
2121 








  tnbtnbbttt 22

ececeececq  

Введем новые постоянные В1 и В2: 

.
2

;
2

21
2

21
1

BB
c

BB
c





  

Тогда  tnbshBtnbchBeq 2222bt  
21 . 

Переходя к новым постоянным А и  : 

,21  chABshAB  

окончательно получим уравнение апериодического движения: 

                                (8.16) 

 

Примерный график, характе-

ризующий апериодическое движе-

ние, представлен на рис. 8.6. 

2. b = n. Корни характеристи-

ческого уравнения одинаковы и 

вещественны: b. 21  

Общее решение уравнения 

(8.15) также представляется в виде 

уравнения апериодического движе-

ния: 

).( 21 tссeq tb                (8.17) 

3. b < n (сопротивление среды достаточно незначительное).  

Тогда 2,1  – различные и мнимые: 

.2
2,1

2bnib   

Общее решение уравнения (8.15): 

 ,cossin 2
2

2
121

11 tbnctbnceececq 22bttt
 

 

или, переходя к новым постоянным интегрирования А и  : 

,sin;cos 21  AcAс  

получим окончательно уравнение затухающего колебания: 

 .sin   tbnAeq 22bt
                             (8.18) 

Период и частота колебания определяются по аналогии с соб-

ственными колебаниями: 

 .  tnbshAeq 22bt

 
Рис. 8.6 
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.
2

1
;

2 2

2 









2

2

bn

Tbn
T  

Для моментов времени t = 0, T, 2T, 3T и так далее, амплитуда 

принимает значения А, btbtbt AeAeAe 32 ,,   и так далее, то есть об-

разует геометрическую прогрессию со знаменателем bte . 

Величина bte  называется декрементом затухания, а величи-

на bte bt ln  – логарифмическим декрементом затухания. 

Примерные графики затухающего колебания и фазовой траек-

тории представлены на рис. 8.7. 

                          а)                                                         б) 

 
Рис. 8.7 

 

8.4. Вынужденные колебания 

 

Пусть кроме потенциальных сил и сил сопротивления среды 

на механическую систему действует обобщенная возмущающая си-

ла периодического характера: 

).sin(  ptHQB  

Тогда уравнение Лагранжа запишется в виде 

),sin(2 2  ptHqnqbq                            (8.19) 

где aHH / . 

Решение уравнения (8.19) есть сумма общего решения соот-

ветствующего однородного уравнения )(1 tq  и частного решения ис-

ходного неоднородного уравнения :)(2 tq  

q = )(1 tq + )(2 tq . 

Ограничимся рассмотрением случая малого сопротивления 

среды (b < n ). Тогда 1q  определяется уравнением (8.18). Частное 
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решение 2q  ищем, исходя из вида правой части уравнения (8.19) 

.sincos2 ptBptCq   

Подставляя 2q  в (8.19), приравнивая друг другу коэффициенты 

при ptcos  и ptsin  в обеих частях уравнения, получим следующие 

уравнения для определения коэффициентов С и В: 

.cos)(2

;sin2)(

22

22





HBpnbpC

HbpBCpn
 

Исключая из этих уравнений сначала В, а затем С, имеем 

   
   .sin2cos)(4)(

;cos2sin)(4)(

2222222

2222222





bppnHBpbpn

bppnHCpbpn
 

Введем в рассмотрение угол   формулами: 

.
4)(

2
sin;

4)(
cos

2222222222

22

pbpn

bp

pbpn

pn









       (8.20) 

Тогда 

 

.
4)(

)cos(
;

4)(

)sin(

2222222222 pbpn

H
B

pbpn

H
C









  

Подставляя С и B в 2q , получим частное решение: 

).sin(
4)( 22222

2 


 pt
pbpn

H
q  

С учетом найденного частного решения и формулы (8.18) 

окончательно получим уравнение колебаний при наличии периоди-

ческого возмущения: 

  ).sin(
4)(

sin
22222

22 


  pt
pbpn

H
tbnAeq bt

 (8.21) 

Полное колебание системы складывается из затухающего 

(первое слагаемое) и вынужденного колебаний. С течением времени 

движение системы все больше будет определяться вынужденным 

колебанием. 

При отсутствии сопротивления среды имеем b = 0,   = 0. 

Уравнение (8.21) принимает вид  
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).sin()sin(
22




 pt
pn

H
ntAq                  (8.22) 

При совпадении угловых частот собственных и вынужденных 

колебаний, то есть при n = p, амплитуда вынужденного колебания 

принимает максимальное значение, а при 0b , как следует из 

уравнения (8.22) даже стремится к бесконечности. 

Возрастание амплитуды колебания при n = p называется резо-

нансом. 

 

8.5. Примеры решения задач 
 

Пример 1. Динамическое возбуждение вынужденных колеба-

ний обобщенной механической системы. 

Механизм (рис. 8.8), расположенный в вертикальной плоско-

сти, состоит из однородного колеса 1 массой m1 = 4 кг и радиусом 

r1 = 0,15 м, имеющего неподвижную ось вращения. К колесу шар-

нирно прикреплен невесомый стержень, связанный шарнирно 

с ползунком 4 массой m4 = 1 кг. Стержень 2 массой m2 = 3 кг и дли-

ной L = 0,6 м одним концом закреплен на неподвижном шарнире, а 

другим концом шарнирно соединен посредством невесомого стерж-

ня также с колесом 1. Стержень 2 шарнирно посредством невесомо-

го стержня соединен с колесом 3. Колесо 3 радиуса r3 = 0,2 м, мас-

сой m3 = 2 кг, распределенной по его ободу, катится без скольжения 

по горизонтальной плоскости. Ось колеса 3 соединена с невесомой 

пружиной, коэффициент жесткости которой равен с = 1000 Н/м,  

и демпфером, коэффициент сопротивления которого равен 

3  = 40 Н·с/м. На колесо 1 действует пара сил с моментом 

М(t) = M0 sin pt (M0 = 4 Н·м, р = 15 с
–1

). В состоянии покоя системы 

стержень 2 занимает вертикальное положение. В начальный момент 

времени t = 0 колесу 1 в положении равновесия была сообщена 

начальная угловая скорость 1
1010 с2,0   . 
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Решение. Число степеней свободы заданной механической си-

стемы равно единице. В качестве обобщенной координаты примем 

угол поворота 1  колеса 1, считая 1  положительным в направле-

нии против хода часовой стрелки. Обобщенная скорость 11   – 

угловая скорость колеса 1. 

В силу наложенных на систему связей 

.;
3

1

;
3

1
)2/(

3

2
;

11411333

3

1
13223

2

1
12

rSrrS

r
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Уравнение Лагранжа второго рода запишется в виде урав-

нения 

).(tQ
q
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                      (8.23) 

Кинетическая энергия системы Т = Т1+ Т2 + Т3 + Т4, где 
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Рис. 8.8 
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В соответствии с (8.10) 2
1)2/1(  aT , где обобщенный коэф-

фициент инерции 

1,0
9

1

6

1

2

1 2
14321 








 rmmmma   кгм

2
. 

Для определения обобщенной силы рассмотрим произвольное 

положение механической системы, определяемое углом поворота 

1  (рис. 8.9).  

Потенциальную энергию определим как работу потенциаль-

ных сил на перемещении системы из рассмотренного произвольно-

го положения в положение равновесия, принимаемое за нуль потен-

циальной энергии: 
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Вертикальное смещение h центра тяжести стержня 2 вычисля-

ем с точностью до величины второго порядка малости относительно 

обобщенной координаты 1 : 

 
Рис. 8.9 
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Ограничиваясь в формуле разложения двумя первыми членами 

и учитывая, что  1212 )/(  Lr , получим 
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Статическое удлинение ст  пружины определим из условия 

равновесия системы в положении покоя (вертикальное положение 

стержня 2): 
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i
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Для потенциальной энергии окончательно получим следующее 

выражение: 
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В соответствии с (8.10) 2
1)2/1(  cП , где обобщенный коэф-

фициент жесткости  

).мH(2)/()2/1()9/1( 2
2

12
2

1  Lrgmrсc  
Отсюда обобщенная сила, соответствующая потенциальным 

силам, запишется в виде 

.2 11 



 c

q

П
Qn  

Диссипативная функция Рэлея: 

,
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2

1 2
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2
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2
33

2 







  rSq  

откуда приведенный коэффициент сопротивления 

1,0
9

1
3

2
1  r  Нмс. 

Тогда обобщенная диссипативная сила запишется в виде 
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.1,0 11 



 

q
Q  

Обобщенную возмущающую силу определим по формуле 

 
,sinsin

)(
)( 10 ptHptrM

q

tMA
tQB 




  

где  6,010  rMH  Нм. 

Подставляя полученные величины в (8.23), запишем уравнение 

Лагранжа второго рода: 

t15sin6,021,01,0 111    

или в канонической форме 

,15sin2 1
2

11 thnb    

где .6;5,420;5,0 111   chcncb  

Имеем случай малого сопротивления (b < n), поэтому общее 

решение полученного дифференциального уравнения будет иметь 

вид

   ).15sin(
155,04)22520(

6
25,020sin

222

5,0
1 


  ttAe t

 Сдвиг фазы вынужденного колебания  , определим, используя 

формулы (8.20), из выражения 
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07,007,0arctg   рад. 

Тогда  
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Постоянные интегрирования А и В определяем из начальных 

условий: при t = 0   2,0)0(,0)0( 10101101    с
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Окончательно уравнение колебания имеет вид 

).07,015sin(03,0)36,06,4sin(06,0 5,0
1   tte t  

Пример 2. Колебания вибростола под действием силового 

возбуждения. 

Вибростол с формирующимся изделием (рис. 8.10) общей мас-

сой m = 1000 кг приводится в движение центробежным возбужде-

нием посредством равномерно вращающихся дебалансов, располо-

женных под вибростолом. Дебалансы приводятся во вращение элек-

тродвигателем. Масса дебалансов m0 = 5 кг, эксцентриситет их мас-

сы относительно оси вращения r = 0,05 м. Возмущающая сила F, 

возникающая от вращения дебалансов, пропорциональна массе де-

балансов m0, их эксцентриситету r и квадрату частоты вынужден-

ных колебаний F = m0 r p
2
sin pt (p = 10 c

–1
). Коэффициент сопротив-

ления демпфера, гасящего собственные колебания вибростола, ра-

вен  = 100 Нс/м.  

Вибростол установлен на четырех параллельных пружинах, 

коэффициент жесткости каждой из которых равен c

 = 10

5
 Н/м. мас-

сой пружин можно пренебречь. В начальный момент времени t = 0 

вибростол с формирующимся изделием находился в покое, то есть 

00 x , .00 x  

Решение. Уравнение Лагранжа второго рода запишется в виде 

(8.23), где в качестве обобщенной координаты возьмем линейное 

перемещение х.  

Кинетическая энергия стола с изделием 

 
Рис. 8.10 
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Потенциальную энергию определим как работу силы тяжести 

вибростола с изделием и силы упругости пружин при перемещении 

системы из произвольного положения в положение равновесия: 
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В положении покоя, соответствующем статической деформа-

ции пружин,   .0/ 0  xxП  Отсюда находим величину статиче-

ского удлинения пружин. 

.м025,0,0 ст
2
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c

mg
cmg   

Тогда потенциальная энергия запишется в виде 

.
2

1 2cxП   

Отсюда обобщенная сила, соответствующая потенциальным 

силам, примет вид 

.4 *xccx
x

П
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


  

Обобщенная диссипативная сила 
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Тогда уравнение Лагранжа второго рода примет вид 

,sin2 2 pthxnxbx    
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2
. 

Так как b < n, то общее решение полученного дифференциаль-

ного уравнения будет иметь вид (8.21), где постоянные интегриро-

вания А и  определятся из заданных начальных условий. 

Пример 3. Колебания вибростола под действием кинематиче-

ского возбуждения. 

Вибростол с формирующимся изделием (рис. 8.11) общей  

массой m = 1000 кг приводится в движение с помощью поводка, ко-

торому сообщаются извне колебания по закону z = za sin pt  
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(za = 0,05 м; p = 10 c
–1

), где z – координата поводка, отсчитываемая 

от его среднего положения. Поводок движется в направляющих и  

соединен пружиной и демпфером с телом, которое также движется 

в направляющих. С другой стороны тело соединено пружиной и 

демпфером с неподвижной стойкой. Коэффициенты сопротивления 

демпферов равны 1 = 50 Нс/м, 2 = 100 Нс/м. Коэффициенты 

жесткости пружин равны с1 = 10
3
 Н/м, с2 = 10

5
 Н/м. 

Решение. Уравнение Лагранжа второго рода для описания ко-

лебательных движений относительно неподвижной стойки примет 

вид  

    ,02121  zxcxczxxxm   

где х – координата вибростола, отсчитываемая от его среднего по-

ложения. 

С учетом заданного закона движения поводка записанное 

уравнение можно привести к дифференциальному уравнению ти-

па (8.19): 
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Рис. 8.11 
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Для описания колебательных движений вибростола относи-

тельно поводка введем координату у = х – z. Тогда  дифференциаль-

ное уравнение Лагранжа второго рода приведется к виду 

 ,sin2 2  ptLynyby   
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Введем безразмерные переменные aa zyzxnt /,/,   и 

безразмерные параметры 
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Тогда полученные дифференциальные уравнения для опреде-

ления колебательных движений относительно неподвижной стойки 

и подвижного поводка можно записать в безразмерных величинах 

следующим образом: 

 ;sin2 1  a     ,sin2 2  a  

где 
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2
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22222
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u

v
vua  

Полученные уравнения аналогичны уравнению (8.19). 

Таким образом, при кинематическом возбуждении механиче-

ской системы ее поведение зависит от четырех безразмерных пара-

метров , , u, v. При силовом возбуждении (см. пример 2) – только 

от двух параметров  и . Этим определяется гораздо большее раз-

нообразие частотных характеристик системы при кинематическом 

возбуждении, чем при силовом. 
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