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ВВЕДЕНИЕ 

 

Раздал курса теоретической механики «Аналитическая ме-

ханика» является одним из основополагающих при получении 

инженерного образования по строительным специальностям.  

Актуальность этого раздела объясняется необходимостью боле 

широкого использования аналитических методов расчета строи-

тельных конструкций в связи с их усложнением, необходимостью 

повышения точности расчета, целесообразностью использования 

ЭВМ. 

В нестоящих методических указаниях даются рекомендации 

по индивидуальной работе студентов при проведении индивиду-

альных занятий с применением одного из основных методов ана-

литической механики – принципа виртуальных (возможных) пе-

ремещений. Использование этого метода при расчете строитель-

ных конструкций предполагает знание основных понятий гео-

метрической статики: связей, реакции связи, типов связей, прин-

ципа освобождаемости от связей. Цель проведения индивидуаль-

ных занятий – привитие навыков определения реакций связей 

многозвенных строительных конструкций, осознание студентом 

преимуществ аналитических методов перед геометрическими при 

исследовании сложных систем. 

С целью индивидуализации процесса обучения наряду с 

общими теоретическими положениями настоящие методические 

указания содержат индивидуальные задания по расчету типовых 

строительных конструкций. Приведены примеры применения 

принципа возможных перемещений в геометрической и коорди-

натной формах. 

 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПРЕДПОСЫЛКИ 

 

В отличие от геометрической статики, занимающейся изу-

чением условий равновесия одного абсолютно твердого тела, в 

аналитической статике изучается равновесие любого числа таких 

тел и вообще любой системы материальных точек. В основе ана-

литической статики лежит принцип виртуальных (возможных) 

перемещений. 

Виртуальным перемещением позывается любое воображае-
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мое элементарное перемещение материальной точки r , проис-

ходящие мгновенно в соответствии с наложением на точку свя-

зями. 

Виртуальное перемещение имеет два существенных отличия 

от действительного: 

1) действительное элементарное перемещение точки 

dtvr


  всегда единственно и определяется вектором скорости 

v


. Виртуальных перемещений r  может быть бесконечное мно-

жество; 

2) действительное перемещение rd  происходит во времени, 

Виртуальное перемещение r  можно не связывать с изменением 

времени. 

Например, при движении точки по поверхности виртуаль-

ными перемещениями являются все элементарные перемещения, 

лежащие в касательной плоскости, проведенной через положение 

точки в данный момент. Действительным же перемещением яв-

ляется только одно из них, совершаемое в направлении скорости 

(рис. 1). 
 

r

r

r

r

v

 
 

Рис. 1 
 

Учитывая, что единственным ограничением, накладывае-

мым на виртуальное перемещение, является связь, остановимся 

несколько подробнее на понятии связи. В соответствии с обще-

принятыми классификациями связи можно подразделить на скле-

рономные (постоянные) и реономные (переменные). Тогда дей-

ствительное перемещение можно рассматривать как один из ва-

риантов виртуального в случае склерономных связей. Таким об-
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разом, понятие виртуального перемещения является более общим 

по сравнению с действительным. 

Рaссмотрим вторую классификацию cвязей – разделим все 

связи на голономные (геометрические или приводящие к ним) и 

неголономные. В дальнейшей будем рассматривать только голо-

номные связи, которые разделим на удерживающие и неудержи-

вающие Удерживающие связи ограничивают перемещение систе-

мы материальных точек во все время движения. Неудерживающие 

– только в те моменты времени, когда систeма приходит на связь. 

В свою очередь голономные связи можно разделить на иде-

альные и неидеальные. При этом введенное в геометрической ста-

тике для абсолютно твердого тела понятие идеальности связи (ре-

акция нормальна к поверхности связи) не всегда будет приемлемо 

для системы материальных точек, так как не всегда можно указать 

ту поверхность, к которой реакция была бы нормальной. Напри-

мер, реакция невесомого и нерастяжимого стержня, соединяюще-

го две материальные точки, направлена вдоль стержня и не нор-

мальна ни к какой поверхности. Отсюда возникает необходимость 

обобщения понятия идеальности связи в следующей форме. 

Связь называется идеальной, если элементарная работа силы 

реакции связи на любом виртуальном перемещении системы рав-

няется нулю для связи удерживающей и не меньше нуля для свя-

зи неудерживающей, т.е. для идеальной связи  

 

,0 rRА


 

где А  – элементарная робота; R


 – реакция связи. 

 

Принцип виртуальных перемещений. Для равновесия си-

стемы материальных точек, подчиненных идеальным связям, 

необходимо и достаточно, чтобы работа активных сил на любом 

виртуальном перемещении системы равнялась нулю для связей 

удерживающих и была не больше нуля для связей неудерживаю-

щих, т.е.  
 

,)( 0
i

iFА


 

где iF


 – активные силы, приложенные к системе. 
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2. РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ  

ИНДИВИДУАЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ 

 

Ограничимся рассмотрением удерживающих связей. 

При определении реакций связей многозвенной строитель-

ной конструкции рекомендуется придерживаться следующей 

схемы: 

1) выделяем связи, наложенные на строительную конструк-

цию; 

2) в соответствии с принципом освобождаемости от связей 

действие одной связи или ее части заменяем реакцией. Изобража-

ем расчетную схему, включающую строительную конструкцию с 

оставшимися связями и нагруженную заданными активными си-

лами и определяемой реакцией отброшенной связи; 

3) в зависимости от принятой формы записи уравнения 

принципа виртуальных перемещений возможны два метода ре-

шения – геометрический и аналитический. 

При геометрическом методе сообщаем конструкции воз-

можное перемещение в соответствии с наложенными не нее 

оставшимися связями. Записываем уравнение принципа в виде 

 

  ,,cos
^

0  









k
kkz

i
iiii FMrFrF


 

где ir  – линейное перемещение точки приложения силы iF


 при 

поступательном, перемещении конструкции или ее части; 

k  – угловое перемещение тела с приложенной к нему силой kF


 

при вращательном перемещении конструкции или ее части; 

zM  – момент сил kF


 относительно оси вращения z.  

 

В соответствии с числом степеней свободы конструкции 

часть перемещений принимаем за независимые и все остальные 

перемещения ir  и k  в полученном уравнении выражаем через 

них, приравнивая нулю коэффициенты при независимых пере-

мещениях, получаем уравнения равновесия. 
Следует отметить, что при расчете плоских конструкций 

плоскопараллельное перемещение удобно рассматривать как 
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вращательное вокруг оси, проходящей через мгновенный центр 
вращения. 

При аналитическом методе уравнение принципа записываем 
в виде 

 

  ,0 
i

iiiiii zZyYxX  

где Хi, Уi, Zi – проекции силы iF


 на оси координат;  

хi, уi, zi – проекции перемещения r  на оси координат. 
 
В соответствии с числом степеней свободы конструкции ко-

ординаты точек приложения сил выражаем через независимые 
параметры, количество которых определяется числом степеней 
свободы. Варьируем координаты путем дифференцирования по 
независимым параметрам. Приравнивая в уравнении нулю коэф-
фициенты при независимых вариациях параметра, получаем 
уравнения равновесия. 

При наличии уравнений связи следует их проварьировать по 
координатам. Из полученной системы уравнений выражают ва-
риации координат через вариации тех из них, которые приняты за 
независимые. Приравнивая нулю в уравнении, коэффициенты 
при независимых вариациях координат, получаем уравнения рав-
новесия. 

 
3. ПРИМЕРЫ РАСЧЕТА  

СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ 
 
Пример 1. Определить реакции опор нагруженной балки 

(рис. 2, а). 

1. Определение горизонтальной составляющей АХ


 реакции 

шарнира А (рис. 2, б). 
Освобождаем балку от связи в точке А в горизонтальном 

направлении, заменяя эту часть связи силой АХ


. Сообщаем балке 

возможное перемещение х  и вычисляем сумму элементарных 
работ всех приложенных к балке сил, приравнивая ее к нулю: 

0хХ А , откуда АХ  = 0. 

2. Определение вертикальной составляющей АY


 реакции 

шарнира А (рис. 2, в). 
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Рассуждая аналогично, получим 

 

;, 050  MABPABYA  

.,
AB

M
PYA  50

 
 

А

С

В

у

х
А

А

СС

С В

В

А

А С

у у

у

у

х

х х

х

АС = СВМ М

М М

М

РР

Р Р

Р

ВYВY

х

а б в

г д

В

В

ХА

ХА

Y

YА

А

 

Рис. 2 

 

3. Определение реакции шарнира В (рис. 2, г). 

Аналогично пп. 1 и 2 имеем 

 

;, 050  MABPABYB  

.,
AB

M
PYB  50  

 

4. Проверка полученного решения (рис. 2, д). 

Составляем уравнение геометрической статики: 

 

 
i

Ai XX ;0  

 
i

BAi YPYY .0  

 

Пример 2. Определить реакции опор составной балки, 

находящейся под нагрузкой (рис. 3, а). 

1. Определение горизонтальной составляющей АХ


 реакции 

шарнира А (рис. 3, б). 
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Сообщив балке возможное перемещение s , записываем 

следующее уравнение 
 

0 sFsX A cos , откуда .cos FX A  

 

2. Определение вертикальной составляющей АY


 реакции 

шарнира А (рис. 3, в). 
 

х

х

х

у

у

С D В
М

М

М

С

С

D

D

RD

RD
YА

XА

XА
RВ

В

Р

Р

F

F

F

В

s









А

А

А

у

у

у

у

х

х

х

D

D

D

Р

Р

Р





М

М

М
С

С

С



F

F

F







В

В

В

YА

А

А

А

RВ

l/2

l l l

а б

в г

д е

Р



 

Рис. 3 
 

Возможным перемещением в данном случае является пово-

рот балки АС вокруг шарнира С на угол . Уравнение возмож-

ных работ записывается в следующем виде 

 

,0 MlYA  откуда lMYA / . 

 

3. Определение реакции DR


 шарнира D (рис. 3, г). 

Возможными перемещениями конструкций в данном случае 

будут поворот балки ВС вокруг шарнира А на угол  и поворот 

балки ВС вокруг шарнира В на угол . Уравнение возможных 

работ при этом будет иметь вид 
 

.sin 0
2

3
 lFlR

l
PM D             () 
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Связь между угловыми перемещениями  и  найдем из 

соотношения 
 

, BCAC  откуда .
2

1

2
BC
l

l

BC

AC
 

 

С учетом этого уравнение () перепишется следующим  

образом: 
 

.sin 0
2

1

2

1

4

3
 lFlRlPM D  

Откуда              .sin
l

M
FPRD

2

2

3
  

 

4. Определение реакции BR


 шарнира (рис. 3, д). 

Угловые перемещения балки АС и балки ВС будут одинако-

вы, т.е.  .  

Тогда  

.0
2

 lR
l

PM B  

Отсюда                       .P
l

M
RB

2

1
  

 

5. Проверка полученного решения (рис. 3, е). 

Составляем уравнения геометрической статики: 

 

;cos 0 FXX A
i

i  

 

.sin 0 BDA
i
i RRFPYY  

 

Пример 3. Определить реакции опор составной конструк-

ции (рис. 4, а). 

1. Определение горизонтальной составляющей АХ


 реакции 

жесткой заделки (рис.4, б). 

Освободимся в точке А от связи в горизонтальном направ-

лении, заменив ее реакцией АХ


. При этом оставшаяся в точке А 
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часть связи будет представлять собой скользящую заделку, до-

пускающую возможное поступательное перемещение конструк-

ции s  в горизонтальном направлении. Записываем следующее 

уравнение возможных работ: 

 

0 sFsХ А sin , откуда  sinFХ А ; 

 

2. Определение вертикальной составляющей АY


 реакции 

жесткой заделки (рис. 4, в). 

В этом случае возможное перемещение тела АС – верти-

кальное поступательное s , а тела ВС – вращательное  вокруг 

оси, проходящей через мгновенный центр вращения BCP , поло-

жение которого находится на пересечении перпендикуляров к 

направлениям возможных скоростей точек В и С. 

 

,,, 05050  ctgaFaFsQsY yxА  

где  cos;sin FFFF yx . 
 

у

х

А

b/2b/2
F

а

CD=DB

М

А В
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Q Q Q

Q Q Q

F F
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А
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D
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Рис. 4 
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Учитывая, что 








ctga

s

CP

s

BC

, получаем 

 

,cos,
сtg

sin
, 05050 




 aFFQYА  .

cos

cos
,






2

2
50 FQYА  

 
3. Определение реактивного момента AM  жесткой заделки 

(рис. 4, г). 
Оставшаяся часть связи в точке А представляет собой непо-

движный шарнир. Тогда возможным перемещением тела АС бу-
дет поворот на угол  вокруг точки А, а тела ВС – поворот на 

угол  вокруг мгновенного центра вращения РВС. 

 

050
5050




ctg,cos
),(sin,

aF
aBPFbQMM BCA       () 

 
Находим связь между перемещениями  и : 

 
 CPACСС BC1 , 





ctga

b

CK

b

CP

AC

BC

. 

 
Тогда уравнение () записывается в следующем виде  
 

,cos,
ctg

sin, 050
2

50 









 bF

b
aFbQMM A  

из которого  

.cos,
ctg

sin, 









 bF

b
aFbQMM A 50
2

50  

 

4. Определение реакции BR


 шарнира В (рис. 4, д). 

Возможное перемещение конструкции – поворот тела ВС на 
угол  вокруг шарнира С. 

 
,,ctg 050  BCFaRB  
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,
sin

ctg 0
2





a

FaRB  



cos2

F
RB . 

 

5. Проверка полеченного решения (рис. 4, е). 

Составляем уравнение геометрической статики. Для левой 

части составной конструкции имеем 
 

.,cos,
ctg

sin,

cos

cos
sin,

05050
2

50

2

2
50



























bQMbF
b

aFbQM

bFQaFbQMMbYаXM AAA
i

ic

 

Для всей составной конструкции имеем 
 
 

   coscos/cos,cos FQFQRFQYY BA
i
i 250

  .
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2
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 FFF  

 

Пример 4. Определить соотношение между величинами  

сил Q


 и F


 при равновесии шарнирно-стержневой конструкции 

(рис. 5). 

Записываем уравнение возможных работ в координатной 

форме 
 

0 DyDxcycx yFxFyQxQ , 

где ;sin;cos  FFFF yx  ;sin;cos  QQQQ yx  

;sin;cos  aуax cc .sin;cos  aуabx DD  

 

Находим вариации коорди-

нат точек С и D: 

 

 sinaxc ; 

 cosaуc ; 

 sinaxD ; 

 cosaуD . 

у

х



 

FQ

а

С D

А В

  
Рис. 5 
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Подставляя найденные вариации координат в исходное 

уравнение, получаем  

 

.cossinsincos
cossinsincos

0


aFaF
aQaQ

 

Откуда                         
)sin(

)sin(






F

Q
. 

 

Рассмотрим второй ва-

риант решения – геометриче-

ский метод.
 

Сообщим кон-

струкции возможное пере-

мещение (рис. 6) и составим 

уравнение возможных работ: 

 

 

 
 

.cossinsincoscossinsincos 0 aFaFaQaQ

          Откуда              
 
 









sin

sin

cossinsincos

cossinsincos

F

Q
. 

 

Пример 5. Определить соотношение между величинами си-

лыP


 и момента М пары сил при равновесии шарнирно-

стержневой конструкции (рис. 7, а). 

Сообщим конструкции возможное перемещение (рис.7, б) и 

составим уравнение возможных работ. 

 

;coscossinsincos 0
222









 tg

b
P

a
P

a
PM

0
22

 tgcos)sin(
b

P
a

PM . 

 

 

А

у Q


а



С b


В

х


F

 

D

 
 

Рис. 6 
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Рис. 7 

 

Установим зависимость между угловыми перемещениями. 

 

CP

a

DP

с

CDCD





 . Так как DPCD = CPCD , 

то  
с

a

b

a
,cos

2
.  





 sincos)sin(

2

1
cPM . 

 

4. ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ  

ПО РАСЧЕТУ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ 

 

Каждое задание содержит 100 вариантов – от 00 до 99. Пер-

вая цифра в номере варианта указывает на номер схемы кон-

струкции, вторая – на номер набора расчетных данных, содержа-

щихся в таблице. 

 

Задание 1. Рассчитать реакции опор балки, нагруженной со-

средоточенной силой P


, равномерно распределенной нагрузкой q 

и парой сил с моментом М. Варианты схем балок приведены на 

рис. 8, варианты данных для расчета – в табл. 1. 
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Рис. 8 
 

Таблица 1 

 
Р, 
Н 

М, 
Нм 

а, 
м 

b, 
м 

с, 
м 

, 
град 

Точка 
приложения 

силы Р


 

q,  
Н/м 

Участок 
распределения 

нагрузки q 

0 4 2 2 4 3 30 В 2 СD 
1 2 1 1 3 2 60 С 1 ВD 
2 10 4 2 4 2 45 С, D 1,5 ВС 
3 8 4 2 2 4 60 В, С 0,5 ВD 
4 6 3 4 3 2 30 С 2 АВ 
5 4 2 1 2 3 60 В 1 ВС 
6 5 4 4 2 2 30 С, В 1,5 СА 
7 10 6 2 2 4 60 В, D 0,5 АС 
8 6 2 4 4 2 45 В, С 1,5 АС 
9 4 6 2 2 2 30 В, С 2 АD 

 

Задание 2. Рассчитать реакции опор балки, нагруженной со-

средоточенной силой P


, равномерно распределенной нагрузкой 
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интенсивности q и парой сил с моментом М. Варианты схем ба-

лок приведены на рис. 9, варианты данных для расчета –  

в табл. 2. 
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Рис. 9 
 

Таблица 2 

 
Р, 
Н 

М, 
Нм 

АВ, 
м 

ВС, 
м 

СD, 
м 

DE, 
м 

, 
град 

Точка при-
ложения  

силы Р


 

q,  
Н/м 

Участок 
распределе-
ния нагруз-

ки q 
0 4 4 3 3 3 3 60 D 1 BС, DE 
1 2 5 1 2 1 1 45 С 2 AE 
2 5 4 2 1 1 1 30 D 4 AВ, DE 
3 8 4 2 1 2 2 30 С 4 CD 
4 6 2 4 3 3 3 45 B 2 АD 
5 3 6 1 2 1 1 60 C 2 AВ, СD 
6 2 5 3 4 4 4 30 D 0,5 СD 
7 4 6 2 2 2 2 30 C 1,5 BС, DE 
8 4 8 2 1 1 1 60 A 2 АB 
9 5 8 2 5 4 4 30 D 1,5 АB, CE 
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Задание 3. Рассчитать реакции опор балки, нагруженной со-

средоточенной силой P


, равномерно распределенной нагрузкой 

интенсивности q и парой сил с моментом М. Варианты схем ба-

лок приведены на рис. 10, варианты данных для расчета –  

в табл. 3. 
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Рис. 10 
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Таблица 3 

 
Р, 

Н 

М, 

Нм 

АD, 

м 

DС, 

м 

СE, 

м 

EF, 

м 

BF, 

м 
, 

град 

Точка 

приложе-

ния  

силы Р


 

q,  

Н/м 

Участок 

распре-

деления  

нагрузки 

q 

0 4 5 2 2 2 3 1 45 D 1 CE, BF 

1 8 6 3 3 4 4 2 30 F 2 AD, EF 

2 10 12 2 2 4 3 1 30 E 4 CD, BF 

3 7 8 4 4 3 6 3 60 E 4 AD, BF 

4 6 10 2 4 2 4 2 45 F 2 CD, EF 

5 12 18 8 8 6 10 6 60 E 2 AD, CE 

6 8 15 6 6 8 8 4 60 F 0,5 AD, CE 

7 6 9 3 3 5 4 2 30 D 1,5 EF, BF 

8 10 10 5 5 6 6 4 45 E 2 CD, EF 

9 5 6 1 3 3 3 1 60 D 1,5 AD, EF 

 

Задание 4. Определить соотношение между величинам сил 

P


 и Q


 (схемы 0-4) или между величиной силы P


 и моментом М 

пары сил (схемы 5-9) при равновесии шарнирно-стержневой кон-

струкции. Варианты схем конструкций приведены на рис. 11, ва-

рианты данных для расчета – в табл. 4. 

 

Таблица 4 

 АВ, м ВС, м 
СD, 

м 
DE, м , град , град 

Точка  

приложения  

силы Р


 

0 4 3 3 3 30 60 В, D 

1 2 2 4 4 60 60 D  

2 1 2 2 4 60 30 D 

3 1 1 2 1 45 45 В, D 

4 2 3 3 4 60 45 D 

5 3 3 4 4 30 45 D 

6 3 2 3 3 45 60 В, D 

7 5 3 3 4 30 60 D , K 

8 2 4 4 4 60 45 D, B 

9 2 2 2 2 30 60 B, K 
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Рис. 11 

 


