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Предисловие 

При подготовке студентов технических направлений при изу-

чении специальных курсов, таких как теория электрического и маг-

нитного полей и других, требуется знакомство обучающихся с ос-

новными понятиями векторного анализа. В предлагаемом учебном 

пособии в краткой и доступной форме излагаются основные поло-

жения теории и приводятся примеры решения задач, в том числе с 

физическим содержанием, что облегчает понимание и показывает 

взаимосвязь теоретического материала  с его применением для ре-

шения задач физики и техники. Для усвоения материала обучающи-

еся должны быть знакомы с такими разделами курса высшей мате-

матики как аналитическая геометрия, интегральное исчисление, 

дифференциальное исчисление функции нескольких переменных.  

Также предлагается большое количество задач для самостоятельной 

работы.  
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Глава 1. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ И ПОВЕРХНОСТНЫЕ 

ИНТЕГРАЛЫ ОТ СКАЛЯРНЫХ ФУНКЦИЙ 

(ИНТЕГРАЛЫ ПЕРВОГО РОДА) 

1.1. Криволинейные интегралы 

Конструкцию криволинейных интегралов как предела инте-

гральных сумм будем вводить, рассматривая задачу вычисления 

массы m  распределенной вдоль кривой BAL


  с линейной плотно-

стью ),( yxf  – непрерывной 

функцией на L , где x, y координаты 

некоторой точки этой кривой. Для 

этого кривую дугу кусочно-гладкой 

кривой L  разобьем на n  произволь-

ных элементов частичных дуг с по-

мощью точек 121 ,...,,, nAAAA   

(рис. 1.1). На каждой элементарной 

дуге ),...1(1 nkAA kk 


 выберем по одной произвольной точке 

),( kkkM  . Масса km  k-го элемента с длиной kl  будет прибли-

женно равна произведению kk lMf )( . Тогда вся масса представ-

ляется выражением 

kk

n

k
kk

n

k
k

n

k
k lflMfmm  



),()(
111

. 

Полученная сумма является интегральной суммой первого ро-

да для функции ),( yxf  по кривой L . Ее предел при n  и стяги-

вании всех элементарных дуг в точку с физической точки зрения 

будет давать массу m , распределенную вдоль кривой L  с плотно-

стью ),( yxf . 

Определение 1.1. Предел интегральных сумм при n  и 

0max  kl , если он существует и не зависит ни от способа 

разбиения кривой L  на части, ни от выбора точек ),( kkkM   на 

каждой из них, называют криволинейным интегралом первого рода 

от функции ),( yxf  по длине кривой L  и обозначают 


L

dlyxf ),( .                                                          (1.1) 

0 

y 

x 

A 

B 

A1 A2 
M2 

M1 

Mk 

Рис. 1.1 

Aк-1 

Aк 
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Таким образом, 

kkk

n

knL

lfdlyxf  





),(lim),(
1

)0(

. 

Криволинейный интеграл (1.1) от непрерывной функции на 

гладкой или кусочно-гладкой кривой BAL


  не зависит от направ-

ления обхода кривой:  

 
BA AB

dlyxfdlyxf
 

),(),( . 

Если кривая L  составлена из двух (или более)  непересекаю-

щихся дуг 1L и 2L , то интеграл представляется как сумма интегра-

лов: 

  
 1 221

),(),(),(
L LLL

dlyxfdlyxfdlyxf . 

Вычисление интеграла (1.1) сводится к вычислению обычного 

определенного интеграла с помощью уравнения (уравнений) кривой 

L . При этом дифференциал длины дуги dl  зависит от способа зада-

ния кривой. 

Так, если кривая L  задана уравнением )(xyy  , bxa   и 

)(xy  – непрерывна на  ba, , то 

dxyxyxfdlyxf
L

b

a
   2)(1))(,(),( .                         (1.2) 

При переходе в равенстве (1.2) слева направо в выражении ),( yxf  

переменная y  заменена на )(xy , а dxydl 2)(1  . 

В некоторых случаях удобно из уравнения кривой L  выражать 

)(yxx  , )( dyc  , тогда 

dyxyyxfdlyxf
L

d

c
   2)(1)),((),( .                         (1.3) 

При параметрическом задании кривой  :L  ),(txx   ),(tyy   

)(  t  

dtyxtytxfdlyxf
L
  





22 )()())(),((),( .                 (1.4) 
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Для пространственной кривой  ),(: txxL   ),(tyy   ),(tzz   

)(  t  

dtzyxtztytxfdlzyxf
L
  





222 )()()())(),(),((),,( .    (1.5)  

Для кривой, заданной в полярной системе координат   , , 

  




drrrrfdlzyxf
L

22 )'()sin,cos(),,( . 

 

Пример 1.1. Вычислить 
L

ydl  

по контуру L  плоской фигуры ,G  

ограниченной линиями: ,2xy   

,2yx   3 yx  (рис. 1.2). 

Решение: 

  .5,525
2

3
3

2

2
5

2

3

2
5

2
251411412

10,2,2:на

21,1,3:на

10,2,2:на

1

0

2

2

1

2
1

0
2

1

0

2

1

1

0













   

y

y
xdyydyydxx

yxyxBO

yxyxAB

xyxyOA

ydlydlydlydl
L OA AB BO

 

Пример 1.2. Найти массу первого витка винтовой линии: 

 20,,sin,cos tbtztaytax , если плотность в каждой ее 

точке выражается формулой )( 22 zxk  . 

Решение: Плотность ),( 22 zxk   где k  – коэффициент 

пропорциональности. Используем формулу (1.5): 

0 

y 

x 

B(2;1) 

A(1;2) 

Рис. 1.2 

1 

2 

1 2 
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     

  ).
3

8
(2cos1

2

cossincos

)(

32222
2

0

22
2

22

2222222

22















 

 



babakdttbt
a

bak

dtbtatatbtak

dlzxkm

L

L

  

 

1.2. Поверхностные интегралы 

Поверхностные интегралы вводятся аналогично криволиней-

ным интегралам первого рода.  

Пусть на гладкой поверхности   

определена непрерывная функция 

.),(),,(  PPfzyxfu  Эта функ-

ция может выражать плотность рас-

пределения массы на  . Разобьем   

на n  произвольных частичных по-

верхностей площадью k , как-то их 

пронумеруем (рис. 1.3). На каждой ча-

стичной поверхности выберем по 

представительной точке ),,( kkkkP   и составим интегральную 

сумму  

k

n

k
kPf 



)(
1

.                                           (1.6) 

Определение 1.2. Предел последовательности интегральных 

сумм (1.6), если он существует при n  0max  kk  и не зави-

сит ни от способа разбиения поверхности   на части, ни от выбора 

точек kp  на каждой из них, называют поверхностным интегралом 

первого рода от функции  zyxf ,,  по поверхности  : 

    k

n

k
kkk

n

fdzyxf   
  1

,,lim,, .               (1.7) 

0 

z 

y 

∑ 

Рис. 1.3 
x 
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Использование двух знаков интеграла в обозначении связано 

со способом вычисления поверхностного интеграла через двукрат-

ный (двойной) интеграл. 

Теорема 1.1. Пусть функция  zyxf ,,  непрерывна на гладкой 

поверхности  , которая задана уравнением     .,,, Dyxyxzz   

Область D  лежит в плоскости OXY  и является проекцией    на 

плоскость OXY . Если производные 
x

z




 и 

y

z




 непрерывны в области 

D , то поверхностный интеграл существует и вычисляется по фор-

муле 

    
 

dxdy
y

z

x

z
yxzyxfdzyxf

D

22

1,,,,,, 
























 



.    (1.8) 

То есть поверхностный интеграл вычисляется как двойной интеграл 

по проекции на соответствующую координатную плоскость. При 

этом в случае проекции на плоскость OXY  переменная z  заменяет-

ся на  yxz ,  (из уравнения поверхности), а элемент площади по-

верхности d  выражается по формуле  

dxdy
y

z

x

z
d

22

1 
























 .                                   (1.9) 

Здесь частные производные также находятся из уравнения поверх-

ности: 

    .,,, yxz
yy

z
yxz

xx

z


















 

Пример 1.3. Вычислить  
 

,22  


dzx  где    – часть поверх-

ности цилиндра  21
2

1
xz  , ограниченная плоскостями ,0z  

,0y  .2y  
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Решение: Находим 

  xx
xx

z















 21
2

1
; 

  .01
2

1 2 















x

yy

z
 

.11 2
22

dxdyxdxdy
y

z

x

z
d 

























  

Как видно из рисунка 1.4, 

данная поверхность однозначно 

проектируется на плоскость OXY  

в прямоугольник, ограниченный 

линиями ,1x  1x  ,0y  

.2y  Поэтому интеграл согласно 

(1.8) равен 

 

 

   

   .6,421ln22

1ln
2

1
1

2
4122

111
2

1
22

1
0

22
1

0

2

2

0

1

1

22222














  

  





 



xxx
x

dxx

dydxxdxdyxxxdzx
D

 

 

Пример 1.4. Вычислить поверхностный интеграл 

 
 












dyxz
3

4
2 , где    – часть плоскости 012346  zyx , 

заключенная в первом октанте (рис. 1.5а).  

0 

z 

y 

∑ 

Рис. 1.4 

x 

-1 

1 

2 D 
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Решение: Разрешим данное уравнение поверхности относи-

тельно z , т. е. представим z  как функцию переменных x  и y : 

)
32

1(4
yx

z  , Dyx , . Здесь область D , проекция поверхности   

на плоскость OXY , представляет собой треугольник, ограниченный 

прямыми ,0x  0y  и 1
32


yx
 (рис. 1.5б). Поверхностный инте-

грал сведем к двойному, воспользовавшись формулой (1.8). Так как  

2












x

z
, 

3

4














y

z
 и dxdydxdy

y

z

x

z
d

3

61
1

22


























 , то 

по формуле (1.8) получаем 

 
dxdyyx

yx
dyxz

D 3

61

3

4
2)

32
1(4

3

4
2  





 












. 

Последний двойной интеграл выражает площадь треугольника 

D , которая равна 3. 

Следовательно, 
 

614
3

4
2  












dyxz . 

 

0 

Рис. 1.5а x 

3      y 

2 

z 

4 

2         x 

D 

Рис. 1.5б 

x/2+y/3=1 

y 

3 



11 

 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Вычислить интеграл от заданной функции по заданному отрезку 

линии: 

1.1 
22),( yxyxf  ; ;2: хуl   ]1;0[х ; 

1.2 );cos1(:;)(  alkMf  const;k  consta ; 

1.3  ;),,( 22 zyxzyxf   ;cos: ttxl   ;sin tty   ;tz   

].2;0[ t     
2. Найти массу, распределенную вдоль криволинейного отрезка  

2.1 
2

2x
y   с плотностью  

x

y
yx  , ; ];1;0[х  

2.2   x  xy 0;4 ;4  ,  если плотность в каждой точке   ;; yyxf   

2.3 0 ;222  y Ryx  с линейной плотностью   2, xyx  . 

3. Вычислить интеграл по части поверхности конуса 22 yxz  , 

вырезанной цилиндром xyx 222  :  





 dxzyzxy )( . 

4. Вычислить площадь и момент инерции относительно OZ куска 

поверхности однородного параболоида 222 yxz  , отсеченного 

1z . 

5. Определите координаты центра масс полусферы радиуса R с 

центром в начале координат с поверхностной плотностью 

22 yxa  ; consta . 

 

6. Найдите массу, распределенную с поверхностной плотностью 

22 yx

z


  по части поверхности параболоида zyx 222  , 

отсекаемой плоскостью 1;1  z   z . 
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Глава 2. ТЕОРИЯ ПОЛЯ (ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ) 

2.1. Понятие скалярного и векторного поля 

Понятие поля является физическим аналогом функции не-

скольких переменных. Если в каждой точке M  некоторой области 

D  пространства задано значение скалярной функции ),(MU  то го-

ворят, что в области D  задано скалярное поле. 

Простейший пример скалярного поля – поле температур како-

го-либо тела. 

Если в каждой точке M  области D  задано значение векторной 

величины  MA


, то говорят, что в области D  задано векторное  

поле: 

          )1.2(.,,,,,, kzyxAjzyxAizyxArAMA zyx


  

Здесь kzjyixr


  – радиус-вектор точки .M  

Примерами векторных полей являются поле скоростей потока 

жидкости  rV


; электрическое поле, характеризуемое вектором 

электрической напряженности  rE


; магнитное поле, которое опи-

сывается вектором  rH


. 

Геометрической характеристикой векторных полей служат 

векторные силовые линии – кривые, касательные векторы к кото-

рым в каждой точке имеют направление соответствующего вектор-

ного поля  MA


. 

Если векторная линия описывается уравнением  trr


 , то 

условие параллельности вектора  0MA


 и касательного вектора rd


 

имеет вид   0, Ard


, что в прямоугольной системе координат экви-

валентно системе дифференциальных уравнений: 

     zyxA

dz

zyxA

dy

zyxA

dx

zyx ,,,,,,
                                (2.2) 

с начальными условиями       000000 ,, ztzytyxtx  . 
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Пример 2.1. Найдем уравнения векторных линий поля E


,  

точечного электрического заряда, помещенного в начале координат: 

    





















 j

yx

y
i

yx

x
k

r

rk

r

r

r

k
E













2

3
222

3
22

32 .       (2.3) 

 

Решение: Компоненты вектор-

ного поля имеют вид 

 2
3

22 yx

kx
Ex



 ;  

 2
3

22 yx

ky
Ey



 ,  

а уравнения векторных линий прини-

мают вид  

x

dx

y

dy
 . 

Решением этого уравнения является множество лучей cxy  , 

проходящих через начало координат (рис. 2.1). В начале координат 

решение дифференциальных уравнений не существует. 

 

Пример 2.2. Найдем уравнения векторных линий поля магнит-

ной напряженности H


 петли с током, охватывающей начало коор-

динат: 

j
yx

x
i

yx

y
H



2222 



 .   (2.4) 

  

Решение: С учетом того, что 

2222
,

yx

x
H

yx

y
H yx





 , 

для нахождения векторных линий получаем уравнение 
y

dx

x

dy
  

или xdyydx  , решение которого представляет собой семейство 

окружностей с центром в начале координат cyx  22  (рис. 2.2). 

0 

y 

x 

Рис. 2.1 

0 

z 

y 

Рис. 2.2 
x 

j 

j 

H 
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Упражнение 2.1. Найдите уравнение векторных линий поля 

линейных скоростей твердого поля V


, вращающегося вокруг оси 

OZ  с угловой скоростью  : 

  jxiyrv


 , .                                                (2.5) 

 

 

2.2. Дифференцирование полей. Оператор Гамильтона 

2.2.1. Дифференциальные операции первого порядка 

Дифференциальные операции векторного анализа удобно за-

писывать с помощью векторного оператора 


 («набла» или опера-

тора Гамильтона): 

.,, 




































zyxz
k

y
j

x
i


                       (2.6) 

1. Действие оператора 


 на скалярную функцию ),,( zyxu  дает 

градиент скалярного поля 

uk
z

u
j

y

u
i

x

u
u  grad

















.                            (2.7) 

Напомним, что вектор u


 в данной точке указывает направление 

наибыстрейшего возрастания поля ),,( zyxu , а u


 есть скорость ро-

ста поля в этом направлении. 

2. «Скалярное произведение» оператора 


 и векторной функ-

ции A


 определяет скалярную функцию, которая называется дивер-

генцией векторного поля: 

  .div,
z

A

y

A

x

A
AA zyx

















                             (2.8) 

Слово «дивергенция» обозначает «расходимость». Величина A


div  

характеризует плотность источников векторного поля в точке. 

3. «Векторное произведение» 


 оператора и векторной функ-

ции A


 определяет векторную функцию, которую называют ротором 

(или вихрем) поля A


: 
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 

.

rot,

k
y

A

x

A
j

x

A

z

A
i

z

A

y

A

AAA

zyx

kji

AA

xyzxyz

zyx
















































































   (2.9) 

 

Пример 2.3. Вычислить rdiv  и rrot , где kzjyixr


  – ра-

диус-вектор: 

3111div 















z

z

y

y

x

x
r


; 

0rot 




















































 k

y

x

x

y
j

x

z

z

x
i

z

y

y

z
r


. 

 

Пример 2.4. Вычислить  H


div  и H


rot  магнитного поля петли 

с током: 

.
2222

j
yx

x
i

yx

y
H







  

   
.0

div

2

3
222

3
22

2222































































yx

yx

yx

yx

yx

x

yyx

y

xy

H

x

H
H

yx

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.

0

0

0

rot

22

222222

22

2222

yx

k

k
yx

y

yyx

x

x
j

yx

y

zx

i
yx

x

zy

yx

x

yx

y

zyx

kji

H








































































































































































 

Вектор H


rot  по направлению совпадает с направлением оси OZ 

(см. рис. 2.2).  

Упражнение 2.2. Вычислить VV


rot,div  для jxiyV


  – 

поля линейных скоростей вращающегося твердого тела (см. упраж-

нение 1). Обратите внимание на то, что направление вектора V


rot  

совпадает по направлению с вектором угловой скорости 


. 

Упражнение 2.3. Покажите, что для электрического поля то-

чечного заряда 

     
k

zyx

kz
j

zyx

ky
i

zyx

kx
E



222222

2

3
222









     (2.10) 

0rot E


 и 0div E


 везде, кроме начала координат, где 

)0(div E


. 

Упражнение 2.4. Рассмотрите поле ско-

ростей течения жидкости (или газа) в канале 

между двумя параллельными стенками. При 

учете трения о стенки скорость 

)1(
2

2

0
b

y
VV   будет максимальна в сере-

y 

x 

y=b 

Рис. 2.3 

y 

y=-b 
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дине канала и упадет до нуля вблизи стен (см. рис. 2.3). Здесь  

y  – расстояние до центра канала, а b2  – ширина канала. 

Пусть на расстоянии y  от оси канала плывет щепка, которая 

будет вращаться по мере продвижения вниз по течению. С учетом 

того, что kV


 2rot , проанализируйте, как зависит угловая ско-

рость вращения щепки от параметров ,,0 yV  b . 

 

 

2.2.2. Дифференциальные операции второго порядка 

1. Операция 

 
2

2

2

2

2

2
2,graddiv

z

u

y

u

x

u
uuuu

















      (2.11) 

приводит к скалярной величине.  

Символ  

2

2

2

2

2

2

zyx 












  

называется оператором Лапласа. 

С помощью уравнения 0u , которое называется уравнением 

Лапласа, описываются стационарные процессы различной природы 

(стационарное распределение тепла, установившееся течение не-

сжимаемой жидкости и т. п.). 

2. Операция  

  0,gradrot  uu


                                        (2.12) 

определяется как векторное произведение вектора 


 на самого се-

бя. Однако можно привести и другое доказательство: 
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0

gradrot

222222





































































































k
yx

u

xy

u
j

zx

u

xz

u
i

xy

u

yx

u

z

u

y

u

x

u

zyx

kji

u





 

в силу равенства смешанных производных в точках непрерывности. 

3. Операция  

   0,,rotdiv  AA


 

всегда, как смешанное произведение компланарных векторов. 

4. Отметим, что еще имеют место равенства 

 AA


,divgrad   и    AA


,,rotrot  .  

Упражнение 2.5. Для векторного поля kzxjyzixyA


222   

вычислить AAAA


rotrot,divgrad,rot,div . 

Упражнение 2.6. Для скалярного поля c
z

x

y

z

x

y
u   вы-

числить uu graddiv,gradrot . 

 

 

2.3. Вихревые и потенциальные поля 

Векторное поле  MA


 называется соленоидальным (или вих-

ревым, или трубчатым), если в каждой точке области D  0div A


.  

Это имеет место для любого дважды дифференцируемого по-

ля, вектор которого равен ротору какого-либо другого вектора, по-

скольку при BA


rot , 0rotdivdiv  BA


. Примерами таких полей 

могут служить поле скоростей вращающегося твердого тела, маг-

нитное поле петли с током. 
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Векторные линии соленоидального поля не могут начинаться 

или заканчиваться в области соленоидальности, они либо являют- 

ся замкнутыми кривыми либо начинаются и заканчиваются  

в области D . 

Векторное поле  MA


 называется потенциальным в области 

D , если его можно представить в этой области как градиент неко-

торого скалярного поля  MU : UA grad


. 

Функцию  MU  называют скалярным потенциалом векторно-

го поля  MA


. В качестве примера потенциального векторного поля 

можно привести поле точечного электрического заряда, помещен-

ного в начало координат (2.10): UE grad


, где 

 const,
222




 k
zyx

k
U  называется потенциалом электриче-

ского поля точечного заряда. 

Теорема 2.1. Необходимым и достаточным условием потенци-

альности векторного поля  MA


, дважды дифференцируемого в од-

носвязной области D , является условие:   0rot MA


. 

Необходимость следует из соотношения 0gradrotrot  UA


, 

см. (2.12). Достаточность следует из теоремы Стокса, см. далее 

(2.41). Заметим, что все условия теоремы важны. Так, векторное  

поле  

j
yx

x
i

yx

y
A



2222 



   

не является потенциальным в области, включающей начало коорди-

нат, хотя условие 0rot A


 выполняется. В этом случае в начале ко-

ординат нарушается непрерывность поля, а исключение начала ко-

ординат нарушает односвязность области. 

Упражнение 2.7. Проверьте соленоидальность векторного 

поля 

 
k

xy

zyx
j

xz

y
i

yz

x
A

 ln
 . 
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Упражнение 2.8. Покажите, что векторное поле 

     kxyzjxzyiyzxA


 222  потенциально. 

 

 

2.4. Интеграл от векторной функции по кривой 

(криволинейный интеграл второго рода). Свойства 

потенциального поля. Нахождение потенциала векторного поля 

Пусть на дуге кусочно-гладкой кривой L , задаваемой уравне-

нием  trr


 , определено непрерывное векторное поле 

  LMMA ,


. Для определенности будем считать  MA


 вектором 

силы. Найдем работу силы  MA


 при перемещении материальной 

точки из точки A  в точку B  вдоль кривой L . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для этого разобьем дугу BA


 на n  частичных дуг произволь-

ным образом. На каждой частичной дуге  kk PP ,1  также произ-

вольным образом выберем точку kM  и зададим значение поля в 

этой точке  kMA


. При движении по дуге  kk PP ,1  силу будем 

приближенно считать постоянной величиной  kMA


, а движение по 

дуге заменим приближенно на движение по касательной с постоян-

ной скоростью. При этом элементарное перемещение может быть 

задано приращением радиус-вектора  tr


: 

kzjyixr kkkk


 , 

Рис. 2.4б 

A 

B 

dr 

–dr A(M) 

0),( rdA

AB



 

A 
dr 

Рис. 2.4а 

B 

0),( rdA

BA



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которое при 0t  совпадает с направлением касательного вектора 

kdzjdyidxrd


 . Тогда элементарная работа по перемещению 

материальной точки вдоль дуги  kk PP ,1  может быть задана как 

скалярное произведение   kk rMA


, . 

Работа силы  MA


 по перемещению материальной точки 

вдоль дуги BA


 приближенно представляется в виде интегральной 

суммы: 

   


n

k
kk rMA

1

,


.                                            (2.13) 

Если существует предел последовательности интегральных 

сумм (2.13) при условии   0max,  krn , который не зависит 

от способа разбиения на дуги и выбора точки kM , то он называется 

криволинейным интегралом второго рода: 

 

    

      ).,,,,,,(

,,lim
1

0max

dzzyxAdyzyxAdxzyxA

rdArMA

zy
BA

x

BA

n

k
kk

r

n

k



 












           (2.14) 

Как следует из вышеизложенного, простейший физический 

смысл этого интеграла – работа силового поля. 

Перечислим основные свойства криволинейных интегралов 

второго рода 

1. Аддитивность. Если кривая L  представляет собой сумму 

двух (или нескольких) кривых 21 LLL  , то 

       
L L L

rdArdArdA

1 2

,,,


. 

2. В отличие от криволинейного интеграла первого рода, инте-

грал второго рода изменяет знак при изменении направления  

обхода: 

   
ABBA

rdArdA



,, . 
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Это свойство следует из свойств скалярного произведения  ,, rdA


 

которое изменяет знак при изменении направления обхода кривой 

(см. рис. 2.4б). 

Вычисление криволинейного интеграла второго рода сводится 

к вычислению определенного интеграла. 

1. Если кривая L  задана на плоскости уравнением  xyy   при 

 bax , , то  dxxydy  , а интеграл вычисляется по формуле 

     

  .))())(,()(,(

,,,

dxxyxyxAxyxA

dyyxAdxyxArdA

y

b

a
x

y
L L

x



 


               (2.15) 

2. Если кривая L  задана параметрически 

  ,)()()( ktzjtyitxtr


 , t  то интеграл вычисляют по 

формуле 

   

    .))()(),(),()()(),(),(

)()(),(),((,

dttztztytxAtytztytxA

txtztytxArdA

zy

x
L











       (2.16) 

 

Пример 2.5. Вычислить работу векторного поля jyxixA


 2  

при перемещении материальной точки вдоль четверти окружности 

122  yx от точки )0;1(A  до )1;0(B  (рис. 2.5). 

  

Решение: В данном случае удобно ис-

пользовать формулу (2.15), задав параметри-

чески уравнение окружности: ;costx   

.
2

;0;sin 




 
 tty  

С учетом того, что ,sin tdtdx   

,cos tdtdy   имеем 

0 

y 

x 

Рис. 2.5 

B 

A 
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 

.0
3

cos

3

cos

)sincossincos(,

2

0

33

2

0

222

















  





tt

dtttttxydydxxrdA
L



 

 

Пример 2.6. Вычислить работу век-

торного поля  jxiyxA


13 32   по пере-

мещению материальной точки из точки 

)0;0(A  до точки )1;1(B  вдоль различных 

кривых (рис. 2.6): а) ;: xyL    

б) ;: 2xyL    

в) :L  ломаная .OMB  

Для решения задачи используем формулу (2.15): 

а) ;; dxdyxy    

      
L L

xxdxxdyxydxxrdA 2)14()1(3,
1

0

1

0

4332
 

б) ;2;2 xdxdyxy   

  ;2)()25()2)1(3(,
1

0

25
1

0

1

0

4322     xxdxxxdxxxxxrdA
L



в) кривая L  может быть представлена в виде суммы двух отрезков 

прямых MBOML  , причем отрезок OM  соответствует уравне-

нию кривой 0y  и 0dy , а отрезок MB  соответствует уравнению 

кривой 1x и .0dx  

       

   

   

1

0

1

0

2

1

0

1

0

.21103

,10,,,),(

dydxx

dyyAdxxArdArdArdA yx
OM MBL



 

0 

y 

x 
A 

B (1;1) 

Рис. 2.6 

1 

1 M 
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Полученный результат – независимость интеграла от пути ин-

тегрирования – не является случайным, а является следствием того, 

что рассматриваемое в задаче поле является потенциальным (вы-

полняются условия теоремы 2.1).  

Если поле является потенциальным, то согласно определению 

 

.grad k
z

u
j

y

u
i

x

u
uA
















                         (2.17) 

Следовательно, выражение 

     

  dudz
z

u
dy

y

u
dx

x

u
rdu

dzzyxAdyzyxAdxzyxArdA zyx























,grad

,,,,),,(,

            (2.18) 

является полным дифференциалом функции ),,( zyxu . Тогда инте-

грал по дуге равен 

     .,grad),( AuBuudurdurdA
BA

B

A
BABA

   


          (2.19) 

Из (2.19) следует, что для потенциального векторного поля ин-

теграл по кривой не зависит от контура интегрирования, а опреде-

ляется только конечной и начальной точками интегрирования. Для 

замкнутого контура интегрирования     AuBu   интеграл вдоль 

контура равен нулю 

  
с

rdA .0,


                                                (2.20) 

 

Таким образом, для потенциальных векторных полей спра-

ведливы следующие положения: 

1. Векторное поле A


 является градиентом некоторой скаляр-

ной функции  zyxu ,, , которую называют потенциалом поля: 

.graduA 


 

2. 0rot A


 в односвязной области D , где векторное поле A


 

дважды непрерывно дифференцируемо. 

 

A 
B 

C 
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3. Выражение 

     dzzyxAdyzyxAdxzyxAdu zyx ,,,,,,   

является полным дифференциалом функции ),,( zyxu . 

4. Интеграл  
BA

rdA



,  не зависит от пути интегрирования, а 

определяется только конечной и начальной точками интегрирова-

ния. 

5. Интеграл по замкнутому контуру равен нулю. 

Заметим, что, взяв одно из этих положений за основное, можно 

доказать все остальные, используя также теорему Стокса (2.39). 

Упражнение 2.10. Найдите работу векторного поля 

   kzyxyjyz
x

xzixyyzA


22
2

2















  

при перемещении материальной точки из )0;3(A  в )2;0(B : 

а) вдоль эллипса  ;0;1
49

22

 z
yx

 

б) вдоль прямой  .0,0632  zyx  

Используя выражение 

    ,,,, crdAcduzyxu
BA BA

 
 


                 (2.21) 

можно легко вычислить потенциал по полю A


. 

В силу того, что для потенциального поля интеграл не зависит 

от контура интегрирования, удобно выбирать контур в виде ломан-

ной, звенья которой параллельны координатным осям. В качестве 

точки A  всегда выбирают точку непрерывности поля. В качестве 

точки B берут точку с текущими координатами  .,, zyxB  Тогда по-

тенциал поля  zyxu ,,  равен (см. рис. 2.7) 
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          
BDDCBA CA

rdArdArdAcrdAzyxu  


,,,,,, .      (2.22) 

Звено ломаной AC  задается 

уравнениями 00, zzyy  . Поэто-

му для данного звена 0;0  dzdy , 

а вектор элементарного перемеще-

ния  .0;0;dxrd 


 Подынтегральное 

выражение имеет вид 

    .,,, 00 dxzyxArdA x


 

Звено ломаной CD  задается 

уравнением 0const, zzxx  , поэтому для данного звена 

);0;;0(,0,0 dyrddzdx 


   .,,),( 0 dyzyxArdA y


 

Звено CD  имеет уравнение .constconst,  yyxx  Поэто-

му  ,;0;0,0,0 dzrddydx 


 а     .,,, dzzyxArdA z


 

С учетом сказанного для потенциала поля получаем выраже-

ние 

     

  



z

z
z

y

y
y

x

x
x

cdzzyxA

dyzyxAdxzyxAzyxu

0

00

.,,

,,,,,, 000

       (2.23) 

В двухмерном случае потенциал поля находят по аналогичной 

формуле: 

      
y

y
y

x

x
x cdyyxAdxyxAyxu

00

,,, 0 .                       (2.24) 

 

Пример 2.7. Найти потенциал векторного поля 

  ,13 32 jxiyxA


  рассмотренного ранее в примере 2.6. 

Согласно (2.24) имеем 

  cyyxdyxdxxyxu
x y

   3

0 0

32 103),(   

0 

z 

y 

Рис. 2.7 

x 

B(x,y,z) 

D(x,y,z0) 

A(x0,y0,z0) 

C(x,y0,z0) 
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или 

.),( 3 cyyxyxu   

Здесь в качестве точки начала интегрирования выбрано начало 

координат  0;0A , т. к. эта точка является точкой непрерывности 

исходного векторного поля и удобна для вычислений. Вычислив 

  ,13grad 32 jxixu


  видим, что он совпадает с исходным век-

торным полем. Это подтверждает правильность проведенных вы-

числений. 

 

Пример 2.8. Покажите, что векторное поле 

  kzyxyjyz
x

xzixyyzA


)(
2

22
2















  

потенциально, и найдите потенциал поля ).,,( zyxu  

Данное векторное поле определено для всего пространства, 

которое является односвязной областью, поэтому необходимым и 

достаточным условием потенциальности является условие ,0rot A


 

которое в данном случае выполняется. Взяв в качестве начальной 

точки интегрирования начало координат, имеем 

     

.
22

0
2

000,,

2
2

2

0

2

0

2

0

c
z

yzyxy
x

dzzyyxdyy
x

xdxxzyxu
zyx



  












 

 

Заменяя текущие координаты zyx ,,  на zyx ,, , имеем потенци-

ал поля: 

.
2

1

2

1
),,( 222 czyxyzyxzyxu   

Правильность вычислений проверяется вычислением градиента: 

    .
2

grad 2
2

kzyxyj
x

xzixyyzu
















  
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Зная потенциал ),,,( zyxu  работу поля A


 по перемещению ма-

териальной точки из )0;0;3(A  в )0;2;0(B  можно вычислить как раз-

ность потенциалов .0)()(  AuBu  

Сравните этот результат с ответом, полученным в упраж- 

нении 2.10. 

Упражнение 2.11. Покажите, что векторное поле ),,( zyxA


 по-

тенциально, и найдите потенциал поля ).,,( zyxu  Укажите область 

потенциальности поля: 

а)     ;343263 2222 jyxyxiyxyxA


  

б)       ;333 222 kxyxjxzyiyzxA


  

в) .
111

222
k

z

x

y
j

y

z

x
i

x

y

z
A


































  

Упражнение 2.12. Найдите работу векторного поля A


 по пе-

ремещению материальной точки по кривой C : 

а)     .041223:; 22  yxyxcjxyiyxA


 

б) 
   

;
2222

j
yx

x
i

yx

y
A







 1: 22  yxc . 

Проанализируйте полученный результат. 

 
 

2.5. Поток векторного поля через ориентированную 

поверхность (поверхностный интеграл второго рода) 

Пусть поверхность   задана в области D  явно уравнением 

).,( yxfz   Если функция ),( yxf  непрерывно дифференцируема в 

области D , то поверхность называют гладкой. В каждой точке та-

кой поверхности существуют касательная плоскость и нормаль к 

поверхности. Различают поверхности двусторонние и односторон-

ние. Двусторонние поверхности характеризуются следующим свой-

ством: выбранное в точке поверхности направление нормали сохра-

няется (не изменится на противоположное) при обходе по любому 

замкнутому контуру, принадлежащему поверхности. К таким по-

верхностям относятся: плоскость, сфера, эллипсоид, гиперболоиды. 
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Для односторонней поверхности существует замкнутый контур, при 

обходе которого направление нормали изменится на противопо-

ложное. Примером такой поверхности может быть лента Мебиуса. 

Ниже рассматриваются только двусторонние поверхности. Для дву-

сторонней поверхности можно задать два непрерывных векторных 

поля нормалей, противоположных по направлению: 

    ;)( kjMfiMfMN yx


  

      .kjMfiMfMN yx


  

При этом единичный вектор направления нормали задается направ-

ляющими косинусами вектора  :MN


 

 
 

       
    

.coscoscos

1

1

22

kji

kjMfiMf
MfMfMN

MN
Mn yx

yx


















 

Ориентацией двусторонней поверхности называют выбор 

определенной стороны поверхности, который задается выбором 

направления поля нормалей  MN


 или  .MN


  

Простейший пример ориентированной поверхности – плос-

кость, параллельная координатной плоскости OXY  (рис. 2.8): 

 

 

 

kn


  

z 

Верхняя сторона 

плоскости 

z 

kn


  

Нижняя сторона 

плоскости 
Рис. 2.8 
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Поверхность  , заданная уравнением  ,, yxfz   однозначно 

проектируется на плоскость OXY , если направляющий cos  (коси-

нус угла между вектором нормали и осью OZ ) сохраняет знак для 

всех точек поверхности. При этом знак 
 22)(1

1
cos

yx ff 


  

определяется выбором стороны поверхности в зависимости от того, 

острый или тупой угол образует выбранная нормаль N


 с положи-

тельным направлением оси OZ  (рис. 2.9). 

 

 
Гладкую ориентированную поверхность  :  yxfz ,  разобь-

ем произвольным образом на n  частей площадью .k  На каждом 

элементарном участке поверхности выберем точку kM  произволь-

ным образом и выберем направление нормали  .kMN


 Каждый эле-

ментарный участок поверхности будем описывать вектором k


 

(векторный элемент поверхности), который по направлению совпа-

x 

D y 

z 

ΔSk 

Δσk 

)(
k

MN


 

N


  

Рис. 2.9а 

)1,,(

0cos

2
0








yx ffN


 

A


 

x 

D y 

z 

ΔSk 

Δσk 

  

N


  

N


 

Рис. 2.9б 

)1,,(

0cos

2








yx ffN


 

  
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дает с направлением нормали  kMN


 и он равен по длине площади 

элементарного участка поверхности: 

      kkkyxkk Mnyxffn
 22

1  

 

 

 
 

  .
1cos

kk
k

k

k

k
k

k SMN
MN

MN

MN

S
Mn

S


















            (2.25)  

Здесь kS  – площадь проекции участка поверхности k  на 

плоскость .OXY  

Поместим ориентированный векторный элемент поверхности в 

«поле скоростей стационарно текущей жидкости» .constA


 «Ко-

личество жидкости», проходящей в единицу времени через эту 

площадку в направлении нормали к площадке, будет зависеть от 

ориентации площадки (рис. 2.10) и задается скалярным произведе-

нием   .,),( kk nAA 


 

 

 

          а) 
 

k

k

A

nA







,

             б)   0,  knA


             в) 
 





cos

,

k

k

A

nA




 

Рис. 2.10 

Назовем величину   knA 


,  элементарным потоком векторно-

го поля A


. Тогда полный поток поля A


 через поверхность   можно 

представить как интегральную сумму: 

        k

n

k
kk

n

k
kk MnMAMA  

 11

,,


. 

 

Потоком непрерывного векторного поля  

     kzyxAjzyxAizyxAA zyx


,,,,,,   через ориентирован-

ную поверхность   называют интеграл 

A 

n 
n 

n A 

A 

α 
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 

          
  




.,,,lim

1

0max

dnAdAMA
n

k
kk

n

k


      (2.26) 

Очевидно, что при изменении ориентации поверхности (за-

мене нормали N


 на N


 ) интеграл (2.26) изменит знак. 

Поток векторного поля также называют поверхностным инте-

гралом второго рода. Вычисление такого интеграла согласно (2.26) 

сводится к вычислению поверхностного интеграла первого рода от 

функции  nA


, . При этом надо следить за тем, чтобы поверхность   

однозначно проектировалась на выбранную координатную плос-

кость. Так, поверхность, заданную уравнением ),( yxfz  , при про-

ектировании на плоскость OXY  следует разделять на участки, для 

которых cos  вектора нормали сохраняет знак, вычислить отдельно 

интеграл (поток) по каждому участку и суммировать затем эти ин-

тегралы. В тех случаях, когда поверхность   совпадает или парал-

лельна одной из координатных плоскостей, вектор нормали совпа-

дает с одним из координатных ортов, а вычисление интеграла (2.26) 

является особенно простым. 

 

Пример 2.9. Вычислить поток векторного поля 

kzjxyiyxA


 )()( 22  через часть плоскости ,4 zyx  

вырезанной цилиндром  122  yx , в положительном направлении 

нормали (рис. 2.11). 

Решение: Поток через часть 

плоскости 4 zyx  (обозначим эту 

поверхность  ) удобно вычислять ме-

тодом проекции на координатную 

плоскость XOY, так как поверхность   

однозначно проектируется на плос-

кость в круг D: 122  yx . С учетом 

того, что нормальный вектор к поверх-

ности  : ),(
3

1
kjin


  

x 

-1 

y 

z 

Рис. 2.11 

D 

n

 

0 1 

  

  
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3

1
cos  , 

|cos| 


ds
d , поток через   равен 

       



  D D

dxdy
yxxyyx

dxdy
nAdnA

3

1
)4(

3

1

|cos|
,, 22

.
2

9

0

2

4

9

0

1
)

2
4

4
(

)()4(

242

0

1

0

3
2

0

22













  





d

dddxdyyx
D

 

Интеграл вычислен в полярных координатах: ;cosx  

;sin y  ; dddxdyds  .222  yx  

 

Пример 2.10. Вычислить поток век-

торного поля kzjyixA


222   через 

часть плоскости ,1z  ограниченную 

окружностью 122  yx  (рис. 2.12).  

 

Решение: Выбирая нормаль по 

направлению оси :OZ  ),1;0;0( kn


 по-

лучаем:     .11,,, 2  zyxAnA z


 

С учетом того, что 

1cos;  dxdyd : 

     
   

., 2 dxdydxdyzdnA


 

 

Пример 2.11. Вычислить поток векторного поля 

kzjyixA


222   через боковую поверхность конуса 
222 yxz   

при условии 10  z  (рис. 2.12). 

Решение: Поверхность ~  (боковая поверхность конуса) также 

однозначно проектируется на плоскость OXY  в круг 122  yx  

(область D ). Косинус угла   сохраняет знак на всей поверхности, 

z 

D 

x 

y 

N 

σ 

Рис. 2.12 

n 

1 
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оставаясь отрицательным. Поэтому вектор нормали, внешней по 

отношению к объему, ограниченному конусом и плоскостью 1z , 

находим как kj
y

f
i

x

f
N












 .  

Задав поверхность ~  явно ,22 yxz   получаем 

.;;
22222222

kj
yx

y
i

yx

x
N

yx

y

y

f

yx

x

x

f 





















 

Подынтегральное выражение имеет вид 

     

,

,
1

1
,

cos
,,

2

22

3

22

3

dxdyz
yx

y

yx

x

dsNA

N

ds

N
nA

ds

N

N
AdnA


















































 

а поток через боковую поверхность ~  выражается как интеграл с 

учетом того, что 222 yxz   на поверхности конуса: 

       







































 
~ ~

22

22

33
2

22

33

.,
D D

dxdyyx
yx

yx
dxdyz

yx

yx
dnA



 

Последний интеграл удобнее вычислять в полярной системе 

координат: 

.;;sin;cos 222  yxdddxdydsyx  

  .
20

1

4
20sincos

)sincos(

41

0

2

0

1

0

33
2

0

33

~

2

0

1

0

33333





    

   







dddd

dd
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Заметим, что суммарный поток через замкнутую поверхность 

 ~  можно найти как сумму потоков: .
22~


  




  

 

Однако, поток векторного поля через замкнутую поверхность 

удобнее вычислять по теореме Остроградского–Гаусса. 

 

 

2.6. Теорема Остроградского–Гаусса 

Вычислим поток векторного поля A


 через поверхность эле-

ментарного прямоугольного параллелепипеда, грани которого па-

раллельны координатным плоскостям (рис. 2.13), в направлении 

внешней нормали.  

Поток поля A


 через грани 1  и 2 , параллельные коорди-

натной плоскости OXY , находим с учетом того, что нормаль к гра-

ни 1  совпадает с вектором k


 , а нормаль к грани 2  – с векто-

ром .k

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Рис. 2.13 
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 

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   
 



 

В этой формуле частное приращение по переменной zAz :  

заменили дифференциалом z
z

Az 



, с точностью до бесконечно ма-

лых высшего порядка по сравнению с z . 

Аналогично можно получить, что поток через грани, парал-

лельные плоскости OYZ , равен 

,zyx
x

A

x

x 



                                                    (2.27) 

а через грани, параллельные плоскости :OXZ  

 





y

y
zxy

y

A
.                                                (2.28)  

Полный поток через поверхность, ограничивающую объем 

zyxV  , в направлении внешней нормали равен 

  

























  VV

dnAVAzyx
z

A

y

A

x

A zyx .),(div


 (2.29) 

Из последнего соотношения, переходя к пределу, получаем 

определение дивергенции в точке ),,( zyxP  как отношение потока 

через замкнутую поверхность к величине объема тела, ограничен-

ного этой поверхностью, при условии, что объем стремится к нулю, 

стягиваясь в точку: 
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 

 





 

 

 

 V

dA

zyxA V

V




,

lim,,div
0

.                       (2.30) 

Другими словами, дивергенция – это мощность потока вектор-

ного поля (плотность источников поля). Полный поток непрерывно-

го векторного поля A


 через замкнутую поверхность  , ограничи-

вающую односвязную пространственную область объема V, вычис-

ляем, суммируя элементарные потоки через поверхности, ограничи-

вающие объемы kV : 

     k

n

k
k

n

k
k VPAdPA

v kV

   
   11

div,


.           (2.31) 

Заметим, что суммирование потоков через внутренние грани-

цы и внешнюю границу   дает в пределе поток через внешнюю по-

верхность, т. к. потоки через внутренние соприкасающиеся поверх-

ности равны нулю (нормали к таким поверхностям направлены в 

противоположные стороны). Переходя к пределу в интегральной 

сумме (2.38), получаем 

  

 

  

  











 

V
k

n

k
k

V

n

n

k
k

n

dVAVPA

dnAdPA

k

kV

.divdivlim

),(,lim

1

0max

1





                (2.32) 

Соотношение (2.32) носит название теоремы Остроградско-

го–Гаусса. 

Теорема 2.2. Поток векторного поля A


 через замкнутую по-

верхность V  в направлении внешней нормали равен тройному ин-

тегралу по области V , ограниченной этой поверхностью, от дивер-

генции векторного поля 

   
 V

dVAdnA

V

.div,

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Пример 2.12. Вычислим поток векторного поля  

kzjyixA


222   через замкнутую поверхность (рис. 2.12), 

ограниченную конусом 222 yxz   и плоскостью .1z  Использу-

ем теорему Остроградского–Гаусса. 

;222div zyx
z

A

y

A

x

A
A zyx 

















 

.)222(),( dVzyxdVAdivdnA
V VV

   

 


 

Переходя к цилиндрическим координатам ;cosx  ;zz   

;sin y  dzdddV  , получим 

 

 

 
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1
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






 



 

 


 












 




     

    















d

dd
z

dzd

zdzdddzdd

dzzdd

что совпадает с результатом (пример 2.10). 

Упражнение 2.13. Найдите поток векторного поля A


 через 

поверхность :  

а)    ,)()( 222222 kzyxjyxzixzyA


 – за-

мкнутая поверхность, образованная поверхностями 

;0;;122  zxzyx  

б) ,kxzjyzixyA


    – часть плоскости ,2 zyx  отсе-

каемая цилиндром ;122  yx  
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в)       ,222222 kxzjzyiyxA


    замкнутая по-

верхность, образованная параболоидами  ;2 22 yxz   

 2224 yxz  ; 

г) ,222 kxzjzyiyxA


   часть плоскости ,0y  ограни-

ченная сферой 1222  zyx  и плоскостью .0z  

 

 

2.7. Циркуляция векторного поля.  

Теорема Стокса. Формула Грина 

Циркуляцией дифференцируемого векторного поля A


 называ-

ют криволинейный интеграл по замкнутому контуру :C  

 
C

rdA


, .                                        (2.33) 

Контур C  можно рассматривать как границу 

некоторой односвязной поверхности  . Поскольку 

такой интеграл зависит от направления обхода 

контура C , то условились считать положительным 

направлением обхода направление, когда обхва-

тываемая контуром область остается слева по от-

ношению к точке, совершающей обход (рис. 214).  

 

Вычислим циркуляцию 

дифференцируемого векторного 

поля A


 по контуру элементар-

ного прямоугольника со сторо-

нами x  и y . Прямоугольник 

лежит в плоскости, параллель-

ной плоскости OXY , а его сто-

роны параллельны координат-

ным осям OX  и OY  (рис. 2.15).  

 

 

∑ 

A 

N 

Рис. 2.14 
 

z 

A 

x 

y 

Рис. 2.15 

B 

N 

kn


  

P(x,y,z) 

C D 

M 

K 



40 

 

Задав координаты точки, лежащей в середине прямоугольника 

как ),,,( zyxP  получаем координаты середин:  

,,
2

, 






 
 z

y
yxK ,,,

2







 
 zy

x
xM ,,

2
, 







 
 z

y
yxN .,,

2







 
 zy

x
xQ  

Будем считать, что значение векторного поля A


 на каждой из 

сторон прямоугольника приближенно является величиной постоян-

ной и совпадает со значением поля в середине каждой стороны. То-

гда работу, совершаемую вектором A


, можно найти как скалярное 

произведение ).,( rA


  Так, для контура AB  вектор xir 


, а 

    .,
2

,, xz
y

yxAxKArA xx 






 



 

Для контура BC  вектор ,yjr 


 а 

    .,,
2

, yzy
x

xAyMArA yy 






 



 

Для контура CD  вектор ,xir 


 

    .,
2

,, xz
y

yxAxNArA xx 






 



  

Для контура DA  вектор ,yjr 


 

    .,,
2

, yzy
x

xAyQArA yy 






 



 

В результате работа вдоль всего контура kC  (циркуляция) рав-

на сумме работ, совершаемых полем при перемещении точки вдоль 

каждой из сторон: 
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





      (2.34) 

В этом выражении приращение по переменной y  функции xA  

и приращение по переменной x  функции yA  заменили приближен-

но частными дифференциалами с точностью до бесконечно малых 

по сравнению с yx  ,  при .0;0  yx  С учетом того, что  

z-компонента вектора A


rot  есть   




















y

A

x

A
A xy

z


rot , см. форму-

лу (2.9), а нормаль к поверхности, ограниченной контуром kC , сов-

падает с ортом kn


 , формулу (2.34) можно представить как 

      k
C

nAyxkArdA

k




,rot,rot, .         (2.35) 

Если элементарный прямоугольник сориентирован параллель-

но плоскости ZOY , а его стороны ,z  y  параллельны осям OZ  и 

OY , то нормалью к поверхности, ограниченной контуром, будет 

вектор ,in


  а циркуляция вдоль контура равна 

    .,rot, k
yz

C

nAyz
z

A

y

A
rdA

k























          (2.36) 

Ориентируя элементарный прямоугольник со сторонами x  и 

z  параллельно плоскости ZOX  и выбирая нормаль к поверхности, 

ограниченной контуром, jn


 , получим, что циркуляция 
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    .,rot, k
zx

С

nAzx
x

A

z

A
rdA

k





















      (2.37) 

Таким образом, циркуляция вдоль замкнутого элементарного 

контура зависит от ориентации прямоугольника, но при любой ори-

ентации выполняется соотношение 

    ,,rot,  nArdA

kC


                                    (2.38) 

которое определяет циркуляцию вдоль элементарного контура как 

поток вектора Arot


 через часть поверхности  , ограниченную 

этим контуром. Из (2.38), переходя к пределу, получаем 

 
 

.

,

0

lim
rotпр,rot






 kC

n

rdA

AnA




             (2.39) 

Определение. A


rot  – вектор, проекция которого на направле-

ние нормали к поверхности, охватываемой контуром, равна плотно-

сти циркуляции векторного поля A


 вдоль контура. 

Это определение не зависит от формы поверхности и показы-

вает, что A


rot  направлен по нормали к той поверхности, охватыва-

емой контуром, для которой циркуляция мак-

симальна. 

Пусть кусочно-гладкий контур C  ограни-

чивает ориентированную поверхность  . Разо-

бьем   на n  частей произвольным образом на 

контуры kC  (рис. 2.16). При этом суммарная 

циркуляция вдоль внутренних границ будет 

равна нулю, так как каждая граница проходится 

дважды в противоположных направлениях. Поэтому циркуляция 

вдоль внешней границы C  с учетом (2.38): 

 

         
 

n

k C

n

k
kkk

k

PnPArdA
1 1

,rot,


.                  (2.40) 

∑ 

Рис. 2.16 
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Переходя к пределу в этих (2.40) интегральных суммах, полу-

чаем 

      

    .,rot,

;,rotlim,lim
11

 

  



 

dnArdA

PnPArdA

C

k

n

k
kk

n

k C nn





         (2.41) 

Полученный результат (2.41) носит название теоремы Стокса, 

которая формулируется следующим образом. 

Теорема 2.3. Циркуляция дифференцируемого векторного по-

ля по произвольному кусочно-гладкому замкнутому контуру равна 

потоку вектора A


rot  ограничивающего односвязную область через 

поверхность, охватываемую этим контуром. 

Частным случаем теоремы Стокса для двумерного случая яв-

ляется формула Грина. Так, если контур C  ограничивает одно-

связную область S  на плоскости ,OXY  то нормальный вектор ,kn


  

а элемент площади поверхности ).1(cos  dxdyd  Поэтому 

циркуляция вдоль контура C  вычисляется по формуле 

  .),(rot, dxdy
y

A

x

A
dxdykArdA

S

xy

SC
 






















           (2.42) 

Из теоремы Стокса непосредственно следует, что при условии 

0Arot


 в односвязной области интеграл по границе этой области 

  0, 
C

rdA


 (см. теорему 2.1). 

 

Пример 2.13. Вычислить циркуляцию векторного поля 

kzjiyxA


 32  вдоль линии пересечения сферы 1222  zyx  

плоскостью 0z   (рис. 2.17). 

Решение: Используем теорему Стокса (2.42). Контур C  явля-

ется окружностью 122  yx , лежащей в плоскости .0z  Контур 

служит границей сферической поверхности или части плоскости 

.0z  Для вычислений удобнее считать, что контур ограничивает 

часть плоскости 0z , так как нормальный вектор совпадает с ор-

том kn


 . 
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;3 22 kyxArot


  

    ;3,, 22 yxkArotnArot 


 

);1(cos

;



 dxdydSd
 

    .3,, 22
 
 SC

dxdyyxdnArotrdA


 

Вычисление двойного интеграла 

удобнее вести в полярной системе коор-

динат: .;sin;cos  dddxdyyx  Тогда 

.
80

2
4sin

4

1

16

16

0

1

6
2sin

4

3
cossin33

61

0

2

0

252
2

0

222

















 



ddddxdyyx
S   

 

Пример 2.14. Вычислить циркуляцию векторного поля 

kyxjxyiyA


)( 222   по линии пересечения плоскостей  

Rzyx  22 ,  Rz  , 0x , 0y .  

 

Решение: Сложный замкнутый 

контур из трех кривых ограничивает 

часть поверхности параболоида  

(рис. 2.18). Нормаль образует тупой 

угол с осью ОZ; 1cos  . 

Нормаль к поверхности 

)1;;( 









y

z

x

z
N    )1;

2
;

2
( 

R

y

R

x
N , 

);2;2(rot yxyA 


. 

Находим поток ротора через по-

верхность параболоида:  

x 

C 

y 

z 

Рис. 2.17  

S 
n

 

0 1 

x 

y 

z 

Рис. 2.18  

n

 

0 

  
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  yy
y

xy

y

xy
NA 

44
,rot


; ;dxdydSd   

   

.
3

sinsin

),(rot,rot,

3

0

2

0

2

0

2

0

R
dddd

ydsdsNAdnArdA

RR

SSC

  

 







 

 

Интеграл вычислен в полярных координатах: 

.;;sin;cos 222  yxdddxdydsyx  

 
 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Найти векторные (силовые) линии: 

1.1 jyixА  ;  

1.2 jxiyА  . 

 

2. Найти производные первого порядка векторных полей. Опреде-

лить, какие из полей являются вихревыми, а какие – потенциаль-

ными. Для потенциальных полей найти потенциал. 

2.1 jуiхА  ;  

2.2 jхiуА  ;  

2.3 kzxjуziхуА 222  ;  

2.4 jxyxiyyxА )3()3( 2332  ; 

 2.5 kzyxyjyzxzixyyzА X )()()( 22

2

2
 ;  

2.6 kjiА
z

x
yy

z
xx

y

z
)()()(

222
111  . 

 

3. Найти поток векторного поля  22;; yx  xzy  yzxA   через 

замкнутую поверхность, ограниченную поверхностями 

0;1222  z  zyx  при условии 0z . 

 

 



46 

 

4. Найти поток векторного поля 

 222222 ;; xz  xzy  yyxA   через замкнутую поверхность, 

ограниченную поверхностями 1222  zyx ; 0z  . 

 

5. Найти поток векторного поля  yxzz e  e  xe A ; ;2  через замк-

нутую поверхность, ограниченную поверхностями ;1 zyx   

0;0;0  z   y   x . 

 

6. Найти поток векторного поля  z   yx   yxA ;;   через замкну-

тую поверхность, ограниченную поверхностями yyx 222  ; 

0;22  z  yxz . 

 

7. Найти поток векторного поля  xyz  zxy   yzxA 2 22222 ;;   

через замкнутую поверхность, ограниченную поверхностями 

  yx ;122   yxz 2 ;2  0z . 

 

8. Найдите поток векторного поля  22222 2;; z  yx  yxA   через 

замкнутую поверхность, ограниченную zzyx 2222  . 

 

9. Найти поток векторного поля  z  yx  xyA ;; 22  через замкнутую 

поверхность, ограниченную поверхностями  ;122  yx     z ;0  

0;0; 1  y   x  z . 

 

10. Найдите поток векторного поля  222 ;; z  y  xA   через замкну-

тую поверхность, ограниченную поверхностями ;422  yx   

6; 0  z  z . 

 

11. Найдите поток векторного поля  

  zyx   yxz   xzyA 22  2222 ;;  через замкнутую по-

верхность, ограниченную поверхностями ;122  yx    xz ;   

0z . 
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12. Найти поток векторного поля  xyz  zxy  yzxA 33 2223 ;;   

через замкнутую поверхность, ограниченную поверхностями 

. z  z   yx 1; 0;122   

 

13. Найти поток векторного поля  z   3y    xA ;;   через замкну-

тую поверхность, ограниченную поверхностями ; 1 y 2x  ; xz   

0. ;2  y xz  

14. Найти поток векторного поля  33 z   xy   yxA ;;3   через 

замкнутую поверхность, ограниченную поверхностями 

 ;22 yxz   1z . 

 

15. Найти циркуляцию векторного поля   

 222222 ;; zx  zy  yxA   вдоль линии пересечения поверх-

ностей .;6 22222 yxz  yxz   

 

16. Найти циркуляцию векторного поля  x yx   xA 21 ;2;3 22    

вдоль линии пересечения поверхностей 1;1 22  xz   y .  

 

17. Найти циркуляцию векторного поля  y    xzA ;1;  по линии 

пересечения поверхностей 1;4222  y zyx . 

 

18. Найдите циркуляцию векторного поля  2z x yA ;3;2   вдоль 

линии пересечения поверхностей 3;25222  x  zyx . 

 

19. Найти циркуляцию векторного поля  zy  zx yxA  ; ;  

по контуру треугольника      1 ; 0 ; 0;0 0; ; 1;0  0; 0;  C    B   A . 

 

20. Найдите циркуляцию векторного поля   2;2; y  xz   yzA   вдоль 

линии пересечения поверхностей  zyx 25;222   

  yx ;1622   0z . 
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21. Найдите циркуляцию векторного поля  2y xz  yzA  ;2;  по ли-

нии пересечения поверхностей ;25222  zyx   zx ;1622   

0y . 

 

22. Найдите циркуляцию векторного поля  0;;3   z  xA   по ли-

нии пересечения поверхностей 222 ;8 yxz  yxz 2  . 

23. Найдите циркуляцию векторного поля   

 xyz  zxy  yzxA 42;42;42   по контуру треугольника 

0) ; 1 (0;, 0) 0; ; (1  ,0) 0; (0; C  B A . 

 

24. Покажите, что векторное поле  xy  yxA 2;22   потенци-

ально на всей плоскости oxy . Найдите работу поля по перемеще-

нию материальной точки из  0 0;M  в  11;K . 

 

25. Покажите, что работа векторного поля 

 yxz xzy yzx A  2;2;2  не зависит от пути интегрирования. 

Найдите работу поля по перемещению материальной точки из 

 01; 0;M  в  11; 0;N . 

 

26. Покажите, что векторное поле  

 yyxx  yxyx A 232;232 22   потенциально и найдите ра-

боту по перемещению материальной точки из  1 1;M  в  2 2;K . 

 

27. Найти работу векторного поля )
3

;(
3

2 x
yxA 


 при перемеще-

нии материальной точки вдоль кривой  1
9

)2(

4

)4( 22





 xx

. 

 

28. Зависит ли работа векторного поля  0 ;; 2 2x xyA   от формы 

пути? Найдите работу поля по перемещению материальной точ-

ки из  0 1; 1;M  в  0 5; 2;K . 
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29. Установите, зависит ли работа векторного поля 









x

1
 

x

y
A ; 

2
 

от пути интегрирования? Найдите работу по перемещению мате-

риальной точки из  1 2;M  в  2 1;K . 

 

30. Покажите, что векторное поле  

xy)  z  xz y yz  x(  A 42;42 ;42   потенциально и найдите рабо-

ту поля по перемещению материальной точки из 1) 1; (0;M  в 

1) 0; (0;K . 

 

31. Для указанных векторных полей найти: 

1) поток через поверхность ; 

2) поток через замкнутую поверхность  (т. Остроградского–

Гаусса); 

3) циркуляцию по контуру L по теореме Стокса: 

 

а) kxzjzуiухА )()()( 222222   

);(2);(24: 2222 yx zyxz   

:  часть z = 2, ограниченная линией пересечения параболоидов; 

:L  линия пересечения 2);(  0= 0);2=с  z y(y z  

 

б) kzjуiхА  2  

R=xRxyx ;: 22  ; 

:  часть x = R, отсекаемая параболоидом; 

:L  линия пересечения параболоида с x = R;  

 

в) kzxjуziхуА   

0);(0=2;=;1: 22  z  z z+у+xyx ; 

:  часть плоскости  2=z+у+x , отсекаемая цилиндром; 

:L  линия пересечения цилиндра и плоскости. 
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