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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Для студентов технических и экономических специальностей 

программа по математике определяется требованиями Федеральных 

государственных образовательных стандартов (ФГОС). Ориентиром 

в изучении являются материалы НИИ мониторинга качества обра-

зования, представленные на Едином портале интернет-тестирования 

в сфере образования [1]. Данное учебное пособие представляет со-

бой объединение необходимых теоретических знаний с разбором 

примеров и базой контрольных заданий по основным разделам ма-

тематики. Теоретический материал в полном объеме со всеми опре-

делениями, выводами формул и доказательствами теорем студенты 

могут получить из указанной в учебном пособии литературы. 

Знание различных разделов математики, начиная с линейной 

алгебры и заканчивая математической статистикой, позволяет вы-

пускнику ВУЗа ориентироваться в методах решения различных 

производственных задач, осуществлять необходимые расчеты в 

различных областях деятельности; анализировать полученную ин-

формацию. 

Полученные знания по математике дают возможность студен-

там в дальнейшем успешно усваивать различные дисциплины, такие 

как: теоретическая механика, физика, электротехника, сопротивле-

ние материалов, эконометрика и многие другие. 

Учебное пособие составлено на основе многолетнего опыта 

преподавания авторами в вузе основных разделов математики бу-

дущим инженерам и экономистам. В нем в доступной форме с ис-

пользованием достаточного количества примеров разъясняется ре-

шение типовых задач из различных разделов математики. 

Учебное пособие предназначено для использования студента-

ми на практических занятиях и в самостоятельной работе дисци-

плин «Математика», «Математика (общий курс)», «Выс-

шая математика», «Математический анализ», «Теория вероятностей 

и математическая статистика». Преподаватели математики могут 

использовать материалы учебного пособия для проведения кон-

трольных работ. 
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Раздел 1. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА  

 

Теоретический материал следует изучить в [2–5]. Для решения 

примеров и задач рассмотрим необходимые сведения.  

Определителем второго порядка квадратной таблицы чисел 

(матрицы) называется число, которое записывается и вычисляется 

следующим образом: 

2221

1211

aa

aa
= 21122211 аaаa  . 

Определитель будем также обозначать символом . Определи-

тель второго порядка имеет две строки и два столбца. Числа a11, a12, 

a21, a22 называются элементами определителя. В обозначении эле-

мента aij первый индекс i – это номер строки, а второй j – номер 

столбца. Диагональ, на которой стоят элементы a11, a22, называется 

главной. Диагональ с элементами a12, a21 называется побочной.  

Пример 1. Вычислить 
12

31


 =   72311  . 

Определителем третьего порядка, называется число, которое 

вычисляется по следующей формуле: 



333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 

.aaaaaaaaaaaaaaaaaa 331221233211132231231231133221332211      

Определитель третьего порядка содержит три строки и три 

столбца. Для его вычисления воспользуемся правилом треугольни-

ков. Произведения трех элементов берутся или с «плюсом», или с 

«минусом», согласно приведенной ниже схеме. 

 

 

 

 

 

 

***

***

***

***

***

***

с «плюсом» с «минусом» 
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Пример 2. Вычислить 

102

540

321





 . 

           102105243300252141

4800240204  . 

 

ЗАДАЧА 1.1. Решить систему линейных алгебраических урав-

нений: а) по формулам Крамера; б) методом Гаусса. 
 















14

243

42

zyx

zyx

zух

 

а) Решение системы по формулам Крамера. 

 

Вычислим определитель системы, составленный из коэффици-

ентов перед неизвестными: 

         

          .0123486161131114412

213441111

114

413

211












 

Определитель системы не равен нулю, значит, система уравне-

ний имеет единственное решение, которое будем искать по форму-

лам Крамера: 




 xx ; 






y
y ;  




 zz . 

Вычислим три дополнительных определителя x , y , z , за-

менив последовательно первый, второй и третий столбец столбцом 

правых частей уравнения. 

         

          .122162444121414112

212141114

11

41

21













1

2

4

x
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   

    .60124166642134114422

213444121

14

43

21









1

2

4

y
 

     

      .032161281131112414

413421111

14

13

11













1

2

4

z
 

Найдем неизвестные: 

1
12

12



x ; 5

12

60



y ; 0

12

0
z . 

Сделаем проверку, подставив найденные значения в исходную 

систему уравнений: 

 

   

   













10514

204513

40251

 

Так как все равенства верные, то система решена правильно. 

 

а) Метод Гаусса исключения неизвестных. Рассмотрим вари-

ант метода Гаусса – метод подстановки. Выразим из любого урав-

нения любую неизвестную (ту, которую проще выразить) и подста-

вим ее в два других уравнения. 















14

243

42

zyx

zyx

zух

 

Из первого уравнения: zyx 24  , подставим его в 1-е и 2-е 

уравнения. Получим систему из двух уравнений с двумя неизвест-

ными: 

 

 







1244

24243

zyzy

zyzy
. 

Раскроем скобки: 









18416

246312

zyzy

zyzy
. 
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Приведем подобные: 









1593

10102

zy

zy
. 

Выразим из одного уравнения любую переменную (ту, кото-

рую легче выразить) и подставим ее в другое уравнение. 

Из 1-го уравнения: zy 10102  , откуда zy 55  . Подста-

вим во 2-е уравнение и получим одно уравнение с одним неизвест-

ным: 

  159553  zz     1591515  zz      06 z    

0z . 

Далее найдем в обратном порядке 505555  zy . 

Теперь найдем   1025424  zyx . 

Имеем: 0;5;1  zyx . 

Получили тот же ответ, что и при использовании формул Кра-

мера. 

 

ЗАДАЧА 1.2. Выполнить операции с матрицами.  

Заданы матрицы 











01

23
A , 












748

564
B , 










15

42
С . 

Найти: 2А, 3С – 4А, АВ. 
 

Матрицей размерности nm  (m на n) называется прямоуголь-

ная таблица чисел из m строк и n столбцов. 

Произведением матрицы A на число   называется матрица A  

той же размерности, элементами которой являются произведения 

соответствующих элементов матрицы A на число  . 


























02

46

2021

2223
2A . 

 

Суммой (разностью) двух матриц A и B  одинаковой размер-

ности называется матрица той же размерности, элементы которой 

равны сумме (разности) соответствующих элементов матриц A и 

B . Тогда: 























































319

418

04

812

315

126

4041

4243

3135

3432
43 АС
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Произведением матрицы A размерности nm  на матрицу B  

размерности pn  называется матрица D размерности pm , каж-

дый элемент dij которой равен сумме попарных произведений эле-

ментов i-й строки матрицы A на соответствующие элементы j-го 

столбца матрицы B .  

Вычислим DВА  .  

Определим размеры матриц и найдем произведение: 

,
748

564
,

01

23
3222 





















 xx BA   

 323222 xxx DBAD  

.
)(

)(

























564

291028

704140618041

725342638243
 

 
Раздел 2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА И АНАЛИТИЧЕС-

КАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
 

Теоретический материал следует изучить в [2, 4, 5, 8].  
 

ЗАДАЧА 2.1. Задача с треугольником. 
 

Вершины треугольника находятся в точках:  1;0А ;  3;2B ; 

 0;2С . Построить треугольник. Найти: 1) длину стороны АВ; 

2) угол А; 3) уравнение прямой (АВ); 4) уравнение высоты (СH); 

5) уравнение медианы (АМ); 6) координаты точки пересечения вы-

соты и медианы; 7) расстояние от точки С до прямой (АВ); 

8) площадь. 
 

Построим треугольник (рис. 2.1). 

1) Длина стороны АВ равна длине 

вектора АВ . Найдем координаты этого 

вектора по формуле 

     2;213;02;  ABAB yyxxАВ . 

 

Длина вектора  yx aaАВ ;  равна 

83,2822 2222
 yx aaАВ . 

 

x 

y 

2 

1 

3 

0 

А С 

Н 

В 

Рис. 2.1 

М 
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2) Угол А образован двумя векторами: АВ  и АС . Найдем ко-

синус угла между ними по формуле 

.cos
2222
yxyx

yyxx

bbaa

baba

ba

ba







 



 
Имеем:   2;2АВ ,    1;210;02 АС . 

 

 
,316,0

40

2

1222

1222
cos

2222





A  тогда  

.72316,0arccos A   

 

3) Уравнение прямой, проходящей через две точки  11; yxА  и 

 22; yxB , находится по формуле 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









 . 

Тогда (АВ):  11
13

1

02

0










xyyx

yx
. 

 

4) Высота (СН) перпендикулярна стороне (АВ), уравнение ко-

торой найдено: 1 xy 1 .  

Выпишем угловой коэффициент: 11k .  

Из условия перпендикулярности найдем 1
11

1
2 

1k
k . 

Так как высота (СН) проходит через известную вершину 

 0;2С , то найдем ее уравнение по формуле прямой с угловым ко-

эффициентом, проходящей через заданную точку с координатами 

 00; yx :  

    221000  xyxyxxkyy . 
 

5) Медиана (АМ) проходит через две точки:  1;0А  и М, кото-

рая является серединой стороны ВС. Найдем координаты точки  








 

2
;

2

CBCB yyxx
М , где  3;2B  и  0;2С . То есть 

 5,1;2
2

03
;

2

22
ММ 







 
. 

Таким образом, медиана проходит через две точки с известны-

ми координатами:  1;0А  и  5,1;2М . Уравнение прямой (АМ):  
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12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









. Подставляем координаты: 

  225,0125,0
5,0

1

215,1

1

02

0













yxyx

yxyx
. 

Отсюда 125,0
2

25,0



 xy

x
y  – уравнение медианы (АМ). 

 

6) Координаты точки пересечения высоты (СН) и медианы 

(АМ) найдем, решая систему из двух уравнений этих прямых:  









8,0125,1125,02

125,0

2
xxxx

xy

xy
,  

2,128,02  xy . 

Таким образом, точка пересечения имеет координаты: 

 2,1;8,0 . Для приближенной проверки правильности решения све-

ряем положение точки на чертеже с рассчитанными координатами.  
 

7) Расстояние от вершины С до прямой (АВ) найдем по форму-

ле: 
22

00

BA

CByAx
d




 , где 0x  и 0y  – координаты точки С. 

Запишем общее уравнение прямой (АВ) в виде 0 CByAx . 

Для этого перенесем все слагаемые влево: 011  yxxy .  

Из полученного уравнения выпишем коэффициенты: 1А , 

1В , 1С . Подставим в формулу координаты точки  0;2С ,  

тогда 

 
1,2

2

3

11

10121

2222

00












BA

CByAx
d . 

 

8) Площадь треугольника АВС равна половине площади па-

раллелограмма, построенного на векторах  0;2;2AB  и 

 0;1;2 AC  как на сторонах, значит ACABSS  
2

1

2

1
. 
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    .800021032122030

012

032

kjijikkji

kji

ACAB













8)8(00 222 ACAB . 

4
2

1
 ACABS  кв.ед. 

 

ЗАДАЧА 2.2. Привести уравнение кривой к каноническому 

виду и построить линию. 
 

Предварительно следует изучить виды кривых 2-го порядка, 

их уравнения и расположения на координатной плоскости 

(табл. 2.1).  

Рассмотрим уравнение кривой в вида 

.022  EDyCyBxAx  

При определении вида кривой надо учитывать следующее. Ес-

ли уравнение содержит и 2x , и 2y , то это может быть случай эл-

липса или гиперболы. Причем, если эти слагаемые оба с одинако-

вым знаком, то имеем случай эллипса (окружности, точки). Если 

эти слагаемые имеют разный знак, то это – уравнение гиперболы 

(пары пересекающихся прямых). 

Если уравнение не содержит 2x (при 0В ) или 2y  (при 

0С ), то это – уравнение параболы. 
 

Пример 1. Привести уравнение кривой к каноническому виду 

и построить линию: 

0331222 22  yxyx .  

Приведём уравнение к каноническому виду. Для этого выде-

лим полные квадраты по переменной x, и по переменной y: 

 

    .yyyyy

;xxxxx

18329962122

111122

222

222





 

Использовали формулу:  222 2 bababa  . 

Данное уравнение теперь можно переписать так: 
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    ,yx 033181321
22

    

откуда     16321
22
 yx    или    

   
.

yx
1

8

3

16

1
22







 

Это уравнение гиперболы с цен-

тром в т.  3;11 O  и полуосями 

.b,a 84 
 
 

 

Пример 2. 

054 22  yxx . 

Выпишем слагаемые, содержащие x, и выделим полный квад-

рат: 

  424444 222  xxxxx . 

Подставим в исходное уравнение: 

    920542 2222  yxyx . 

Это уравнение окружности с центром в 

т.  0;2  и радиусом 3R . 

 

Пример 3. 

01082 2  yyx  

Выделим полный квадрат по у: 

  164161688
222  yуyyy . 

Подставим в исходное уравнение: 

  0101642 2  yx . Или: 

  624 2  xy , откуда 

   324 2  xy . Это уравнение пара-

болы, вершина в т.  4;3  , ветви направлены 

влево. 

x 

y 

–2 О 1 

x 

y 

–4 

О 

3 

 x 

y 

О 

О1 

 –1 
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Таблица 2.1 

Вид и параметры кривых второго порядка 
 

Вид 

кривой 

Канонические уравнения 

Параметры 

кривой 

Изображение 

кривой 

С центром 

(вершиной) 

в начале  

координат 

С центром 

(вершиной) 

в точке  

 00;x y  

1 2 3 4 5 

Окружность 

 

 

 

 

 

222 Ryx   

 
    22

0
2

0 Ryyxx   

R – радиус, 

0x  и 0y  – координаты 

центра 

 

 

 

 

 

 

Эллипс 

 

 

 

 

 

 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 
   

1
2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
 

0x  и 0y  – координаты  

центра, 

a  – большая полуось, 

b  – малая полуось 

(если ba  ) и наоборот 

(если ba  ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 

y 

x0 

y0 
R 

x0 

y0 

a 

x 

y 

b 

1
4
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Продолжение таблицы 2.1 

1 2 3 4 5 

Гипербола 

с действительной  

осью Ox   

или ей  

параллельной 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 
   

1
2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
 

0x  и 0y  – координаты 

центра, 

a  – действительная 

полуось, 

b  – мнимая полуось 

 

Гипербола 

с действительной 

осью Oy   

или ей  

параллельной 

1
2

2

2

2


a

x

b

y
 
   

1
2

2
0

2

2
0 






a

xx

b

yy
 

0x  и 0y  – координаты 

центра 

b  – действительная 

полуось, 

a  – мнимая полуось 
  

 

 

 

Парабола 

с осью  

симметрии Ox   

или ей 

параллельной 

pxy 22      0
2

0 2 xxpyy   

0x  и 0y  – координаты 

 вершины, 

p  – параметр параболы 

 

Парабола 

с осью  

симметрии Oy  

или ей 

параллельной 

 

pyx 22      0
2

0 2 yypxx   

0x  и 0y  – координаты 

вершины 

p  – параметр параболы 

 

 

 

 

 

 

x0 

y0 

x 

y b a 

x0 

y0 

x 

y a b 

x0 

y0 

x 

y 
p<0 p>0 

x0 x 

y0 

y p>0 

p<0 

1
5
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Раздел 3. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ  
АНАЛИЗ ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

 

Теоретический материал следует изучить в [4–7].  

 

ЗАДАЧА 3.1. Построить график функции  xfy   путем пре-

образований, 132 4  xy .  

Указать область определения данной функции, интервалы воз-

растания и убывания, корни (нули), области положительности и от-

рицательности функции. 
 

Преобразования графиков показаны в табл. 3.1. 

Таблица 3.1 

Преобразование графиков 

№ Вид функции Преобразование 

графика 

Неподвижные 

точки графика 

1.   , 0y f x a a    Сдвиг по оси Ox  

влево на a  единиц 

 

2.   , 0y f x a a    Сдвиг по оси Ox  

вправо на a  единиц 

 

3.   ,  1y f a x a    Сжатие в a  раз 

вдоль оси  Ox  

 

4. 
,  1

x
y f a

a

 
  

 
 

Растяжение в a  раз 

вдоль оси  Ox  

 

5.   axfy   Сдвиг по оси Oy  на 

a  единиц 

 

6.  y a f x  , 0а  Растяжение (сжатие) 

по оси Oy  в a  раз 

Точки пересечения 

графика функции с 

осью Оx  

7.   y f x   Зеркальное отобра-

жение относительно 

оси Оx 

Точки пересечения 

графика функции с 

осью Оx  

8.  y f x   Зеркальное отобра-

жение относительно 

оси Оy 

Точка пересечения 

графика функции с 

осью Оy  
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Имеем основную элементарную функцию 
xy 31  , которую построим по нескольким точкам 

(рис. 3.1). 

По табл. 3.1 определяем, что функция 4
2 3  xy  вида №2, и её 

график получаем путём сдвига графика 1y  на 4 единицы вправо по 

оси Ox .  

График 4
3 32  xy  получаем путём растяжения в два раза 

вдоль оси Oy  графика 4
2 3  xy  (табл. 3.1, №6). График заданной 

функции 132 4  xy  получается сдвигом графика 4
3 32  xy  

по оси Oy  вверх на одну единицу (табл. 3.1, №5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.1 

Область определения данной функции:   ;x . 

Функция возрастает и положительна на всей области опреде-

ления; корней (нулей) не имеет. 

 

ЗАДАЧА 3.2. Найти пределы указанных функций. 
 

Под пределом функции в точке понимается число А, к которо-

му стремится значение функции при стремлении аргумента к задан-

ной точке 0x . 

Для всех элементарных функции в точке 0x  из области опре-

деления предел функции равен значению функции в этой точке. По-

этому, для нахождения предела функции следует подставить значе-

ние предельной точки в выражение функции. Полученное число яв-

ляется пределом функции. Если получена неопределенность вида 

x –1 0 1 2 

y 1/3 1 3 9 

y  

x  

132 4  xy  

4
3 32  xy  

4
2 3  xy  

xy 31   

1 
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












,,

0

0
, то она раскрывается с помощью специальных 

приемов. 

Рассмотрим примеры нахождение пределов. 
 

Пример 1. 

   

   
.

3

1
6

3

19

322

12326

3

136
lim

2

2

2

2

2











 xx

xx

x
 

 

Пример 2. 















 0

14

65

24
lim

23 xx

x

x
. 

 

Пример 3. 

.0
4

0

3

1
lim

2

1






 x

x

x
 

 

Пример 4. 















 0

0

45

16
lim

2

2

4 xx

x

x
. 

Это неопределенность. Чтобы раскрыть ее, разложим числи-

тель и знаменатель на множители. 

В числителе воспользуемся формулой    bababa  22 .  

Знаменатель разложим по формуле 

   21
2 xxxxacbxax  ,  

где 1x  и 2x  – корни квадратного уравнения. 

Найдем корни знаменателя: 0452  xx , 941452 D , 

4;1
2

95
2,1 


x . Тогда    41652  xxxx . Имеем 

  
  

.
3

8

14

44

1

4
lim

41

44
lim

45

16
lim

442

2

4





















 x

x

xx

xx

xx

x

xxx
 

 

Пример 5. 


















 165

43
lim

3 xx

x

x
.  
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Чтобы раскрыть эту неопределенность, заменим числитель и 

знаменатель эквивалентными на бесконечности функциями. Функ-

ция называется бесконечно большой (бесконечно малой) в заданной 

точке, если предел функции в этой точке равен бесконечности (ну-

лю). Бесконечно большие (бесконечно малые) функции называются 

эквивалентными в заданной точке, если предел их отношения в этой 

точке равен 1. 

Оставляем наибольшие степени в числителе и знаменателе:  

( 53 x )  (эквивалентно) 3х;   33 5165 x~xx   при х . 

Получаем, что 

0
5

3

5

3
lim

5

3
lim

165

43
lim

233

















 xx

x

xx

x

xxx
. 

 

Пример 6. 

.
77

2
lim

7

2
lim

7~97

2~82

97

82
lim

2

2

4

22

44

2

4






















x

x

x

xx

xxx

x

xx

xxx

 

Пример 7. 

3

2

6

4

6

4
lim

6~26

4~134

26

134
lim

2

2

22

22

2

2











 x

x

xxx

xxx

xx

xx

xx
. 

 

Раздел 4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

 

Теоретический материал следует изучить в [4–6]. 
 

ЗАДАЧА 4.1. Найти производные указанных функций. 
 

Следует использовать таблицу производных и правила диффе-

ренцирования. 

1.   0


c   8.  
21

1
arctg

x
x



  

2.   xx cossin 


 9.  
21

1
arcctg

x
x




  

3.   xx sincos 


 10.  
x

x
1

ln 

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4.  
x

x
2cos

1
tg 


 11.   aaa xx ln  

5.  
x

x
2sin

1
ctg 


 12.   xx ee 


 

6.  
21

1
arcsin

x
x



  

13.   1
 nn xnx  

7.  
21

1
arccos

x
x




  14.   1


x  

 

Рассмотрим примеры нахождения производных. Используем 

производную степенной функции (13): 

Пример 1.   23 3xx 


.  

Пример 2.   43

3
3

1  














xx

x
. 

Пример 3.   31323 2

3

2 











 xxx . 

Пример 4.   2321

2

11  













xx

x
. 

 

Следует запомнить правила дифференцирования: 
 

1. Постоянный множитель можно вынести за знак производ-

ной:  

  ucсu 


 

Пример 5. 

    xxxx 82444 22 





. 

 

2. Производная суммы (разности) функций равна сумме (раз-

ности) производных:  

  .vuvu 


  

Пример 6. 

       
21

1
3ln34arctg34arctg3

x
xx xxx














 . 
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3. Производная произведения находится по формуле  

  vuvuvu 


 . 

Пример 7. 

       xxx
x

xxxxxx sinlncos
1

coslncoslncosln 










 

4. Производная частного находится по формуле:  

2v

vuvu

v

u 












. 

Пример 8. 

 
   

.
cos

1

cos

sincos

cos

sincoscossin

cos

sin
tg

2

2

22

2

x

x

xx

x

xxxx

x

x
x




























 

 

Пример 9. 

Найти производную .
x

xxy 2
2

3
4 7

5 32   

Так как 223 4

7

5

3

2 


xxxy , то  

.
5,3

5

3
6

2

7

5

3
6

4

7
2

5

3
23

4 115 2

4

11

5

2
1

4

7
1

5

3

xx
x

xxxxxxy















 

 

Производная сложной функции 

  '')(( xu ufxuf 


 
 

Запишем таблицу основных формул дифференцирования 

сложных функций. 
 

1.   
  uunu nn 1  2.   


uuu cossin  

3.   


uuu sinсos  4.   


u
u

u
2cos

1
tg  
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5.   


u
u

u
2sin

1
сtg  6.   





u
u

u
21

1
arcsin  

7.   





u
u

u
21

1
arctg  8.   





u

u
u

21

1
tgсarc  

9.   


u
au

ua
ln

1
log  10.   


u

u
u

1
ln  

11.    uaaa uu ln  12.   


uee uu  
 

Пример 10. 

       212coscossin
2

12
12sin 










 xuuu

u

xu
x  

 

Пример 11. 

     






 u

u
u

xu

xu
x

22

3
3

sin

1
сtg

3

3
3ctg  

 
 

.
3sin

3
32

2

x

x


  

  

Пример 12. 

   
x

xuuu

x
u

xu
x

1
ln221

ln
ln 22 










 

 

Пример 13. 

     

  343
2

1
sin43cossin3

43sin43sin43sin

2132

333















xxxxx

xxxxxx
 

 

Пример 14. 

        
 




















 
2

15sin15sin15sin

x

xx

x
e

exex

е

x
 

   
x

xx

e

exex
2

15sin515cos 
  
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Пример 15. 

   
 

  .656
2

1

561

1

1

1
arctg56arctg

21

2















x

x
u

u
ux  

Пример 16. 

         44cos4sin664sin 5566 





xxuuux . 

 

ЗАДАЧА 4.2. Провести полное исследование и построить гра-

фики функций. 
 

Схема исследования функции  xfy   устанавливает следую-

щее: 

1) область определения функции; пределы или значения функ-

ции в граничных точках области определения 

2) точки разрыва функции и поведение функции в их окрест-

ности, вертикальные асимптоты; 

3) наклонные асимптоты; 

4) точки пересечения с осями координат, интервалы положи-

тельности и отрицательности функции (если возможно). 

5) интервалы возрастания и убывания функции, точки экстре-

мума и экстремальные значения;  

6) интервалы выпуклости, вогнутости кривой и точки  

перегиба. 

Составляем таблицу координат характерных точек функции и 

по ней строим график с учетом имеющихся асимптот. 

Найденные асимптоты строятся на координатной плоскости, 

затем наносятся характерные точки (экстремумы, точки перегиба), 

после чего строится сам график. Если поведение графика недоста-

точно ясно, то надо построить еще несколько точек графика, вычис-

лив значения y для отдельных значений x. 
 

Пример 1. Провести полное исследование и построить график 

функции 12 24  xxy . 

1. Область определения функции:   ;x . 

  


424 lim12limlim xxxy
xxx

; 

  


424 lim12limlim xxxy
xxx

. 

2. Это элементарная функция, она непрерывна во всей области 
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определения. Поэтому точек разрыва функции и вертикальных 

асимптот нет. 

3. Наклонных асимптот bkxy   нет, так как 

 





 x

xx

x

xf
k

xx

12
limlim

24

. 

4. Найдем ординату точки пересечения графика с осью Оy:  

  1)12(0 0
24  хxxy . 

5. Найдем интервалы возрастания и убывания функции, точки 

экстремума и экстремальные значения. 

   144412 2324 


 xxxxxxy . 

0y  при 01 x  и 13,2 x . 

Точек, в которых y  не существует, нет. 

Отложим найденные значения критических точек на числовой 

оси. Выберем произвольные значения x в каждом интервале 

);1(),1;0(),0;1(),1;(  , и найдем знак y  в каждом из них: 

            01424142 2
2  xxxy ; 

      01
4

1

2

1
414

2

1
2/1

2 

























 xxxy ; 

      01
4

1

2

1
414

2

1
2/1

2 

























 xxxy ; 

            01424142 2
2  xxxy . 

 

 

 
 

Отмечаем на числовой оси интервалы возрастания и убывания. 

Функция убывает на интервалах  1;   и  1;0 . Функция возрас-

тает на интервалах  0;1  и  ;1 .  

В критических точках производная меняет знак, поэтому  

имеем 

1x  – точка минимума, 0x  – точка максимума, 1x  – 

точка минимума. 

Найдем экстремальные значения функции: 

    0121121 1
24

min  xxxy ; 

x 1 0 
+ – + y

 

y
 

–1 

– 
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    1120 0
24

max  xxxy ; 

    0121121 1
24

min  xxxy . 

6. Найдем интервалы выпуклости, вогнутости кривой и точки 

перегиба: 

  41244 23 


 xxxy . 

0y , когда 0412 2 x , откуда 
3

12 x , 58,0
3

1
x . 

Отложим найденные значения x на числовой оси и найдем знак 

y   в полученных интервалах: 

    04124121 1
2  xxy ; 

    0404120 0
2  xxy ; 

    04124121 1
2  xxy . 

График вогнутый на интервалах 









3

1
;  и 








;

3

1
, вы-

пуклый  на интервале 









3

1
;

3

1
. 

В точках 58,0
3

1
x  вторая производная меняет знак,  

в них имеются точки перегиба. Найдем их ординаты: 

55,0156,011,0)12(
3

1
3/1

24 









x
xxy ; 

55,0156,011,0)12(
3

1
3/1

24 







x

xxy . 

Имеем две точки перегиба с координатами  55,0;58,0  и 

 55,0;58,0 . 

Составляем таблицу характерных значений и пределов функ-

ции. 

x - -1 -0,58 0 0,58 1 + 

y + 0 0,55 1 0,55 0 + 

 

Строим график с учетом выпуклости и вогнутости. 

 

x 

3

1
  

– + + y
 

y
 

3

1
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Рис. 4.1 

 

Пример 2. Провести полное исследование функции 

 
4

3
2






x

x
y  и построить ее график. 

 

1. Область определения функции:     ;44;x . 

 






 x

x
xxxx

x

x

xx

22

lim~4;~3
4

3
lim ; 

 






 x

x
xxxx

x

x

xx

22

lim~4;~3
4

3
lim  

 




















 0

49

404

7

4

3
lim

22

04 x

x

x
; 

 




















 0

49

404

7

4

3
lim

22

04 x

x

x
. 

2. 4x  – точка разрыва функции 2 рода. 

Так как пределы функции в точке 4x  бесконечны, то 4x  – 

вертикальная асимптота. 
 

3. Найдем наклонные асимптоты bkxy  . 

   
 

1
4

3
limlim

2







 xx

x

x

xf
k

xx
. 

x 

y 

0 –0,58 0,58 

  

  

    

1 –1 

1 

0,55 
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  
   





















 4

496
lim

4

3
limlim

22

x

xxxx
x

x

x
kxxfb

xxx

10
4

910
lim 






 x

x

x
. 

Уравнение наклонной асимптоты: 10 xy . 
 

4. Найдем ординату точки пересечения графика с осью Оy: 

 
 

4

9

4

3
0 0

2





 x

x

x
y . 

Найдем абсциссу точки пересечения графика с осью Оx из 

уравнения: 
 

0
4

3
2






x

x
, откуда 3x . 

Имеем точки пересечения графика с координатными осями: 











4

9
;0  и  0;3 . 

5. Найдем интервалы возрастания и убывания функции, точки 

экстремума и экстремальные значения. 

 

 2

22

4

338

4

3



























x

xx

x

x
y . 

0y , если 03382  xx , откуда 31 x , 112 x . 

y  не существует при 4x . Найденные значения x отложим на 

числовой оси и установим знак y  в каждом интервале. 

 
Определяем знаки y  в интервалах: 

 
 

   

 
0

196

147

410

3310810

4

338
10

2

2

102

2










 x

x

xx
y ; 

 
 

0
16

33

4

338
0 02

2








 x

x

xx
y ;   

 
 

0
36

13

)410(

3310810

4

338
10

2

2

102

2













 x

x

xx
y ; 

11 4 –3 

+ – + 

x 

y 

y
 

– 
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 
 

0
256

7

)420(

3320820

4

338
20

2

2

202

2










 x

x

xx
y . 

В интервале  3;   0y , функция возрастает. 

В интервалах  4;3  и  11;4  0y , функция убывает. 

В интервале  ;11  0y , функция возрастает. 

3x  – точка максимума,  
 

0
4

3
3 3

2





 x

x

x
y .  

11x  – точка минимума,  
 

28
4

3
11 11

2





 x

x

x
y .   

6. Найдем интервалы выпуклости, вогнутости кривой и точки 

перегиба: 

   32

2

4

98

4

338

























xx

xx
y . 

0y  – нет решения, y   не существует при 4x . 

В интервале  4;x  0y , кривая выпукла; в интервале 

  ;4x  0y , кривая вогнута. Так как при 4x  функция не 

определена, то точка перегиба отсутствует. 
 

х –  – 3 0 4–0 4+0 11 + 

у –  0 
4

9  –  + 28 + 

По данной таблице строим график функции (рис. 4.2) с учетом 

вертикальной  и наклонной асимптот. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.2 

x 

y 

0 

4

9
  

  

11 

4 –3 

10 

–10 

20 

28 

  

10 xy  

    
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Раздел 5. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

Теоретический материал следует изучить в [4–6, 8]. 
 

ЗАДАЧА 5.1. Нахождение частных производных, градиента и 

производной по заданному направлению. 
 

Заданы функция xyxyyxz 575 22  , точка  21,A  и вектор 

jia


 2 . Найти: 1) частные производные, 2) градиент функции 

z  в точке  21,A  и его модуль, 3) производную функции z  в точке 

 21,A  по направлению вектора jia


 2 . 

1) Частную производную xz  найдем как производную функ-

ции  y,xfz   по переменной x , полагая consty  . 

  .yyxyyyxyxyxyyxz xx 5710151725575 2222 

 Частную производную yz  находим по переменной y , полагая 

constx  . 

  .xxyxxyxxxyxyyxz yy 5145152715575 2222 

 

2) Градиент функции (


zgrad )– это вектор, в направлении ко-

торого функция имеет наибольшую скорость возрастания в задан-

ной точке. 

jzizz yx






grad . 

Для нахождения градиента функции xyxyyxz 575 22   в 

точке  2;1A  найдем значения частных производных в этой точке. 

Подставим координаты точки  2;1A  в найденные частные произ-

водные. 

  21028202527211057102;1 22  yyxyzx ; 

  1852851521141551452;1 22  xxyxzy . 

Получаем: jiz


182grad 


. 
 

Модуль вектора градиента функции равен наибольшей скоро-

сти изменения функции в заданной точке. Модуль этого вектора в 

точке А равен 
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  1,18328182zgrad
22 



. 

3) Для нахождения производной в точке А по направлению 

вектора jia


 2  найдём направляющие косинусы вектора 

jia


 2 : 

  5

1
cos,

5

2

12

2
cos

2222










a

a

aa

a

a

a y

yx

xx
 . 

Производная функции по заданному направлению 

       coscos AzAzAz yxa
 . 

Получаем: 

8,9
5

22

5

1
18

5

2
2 








az . 

 

ЗАДАЧА 5.2. Исследовать функцию двух переменных на экс-

тремум. 

yxxyyxz 9433 22  . 

Решение. Найдем первые частные производные: 

936,432  xyzyxz yx . 

Приравняем их к нулю и решим полученную систему уравне-

ний: 









.0936

,0432

xy

yx
   Отсюда 1x , 2y . 

Точка (1; 2) является критической на экстремум. Проверим, 

существует ли он. 

Найдем вторые производные: 

  2432 


 xxx yxzA ,   3432 


 yxy yxzB , 

  6936 


 yyy xyzC . 

Если 02  BAC , то экстремум существует, причем это 

максимум при 0A  ( 0C ) и минимум при 0A  ( 0C ). 

Если 02  BAC , то точка Р не является точкой экстрему-

ма. 

Если 02  BAC , то сделать вывод о характере стацио-

нарной точки нельзя, требуются дополнительные исследования. 
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Вычислим   3362
22  BAC . Так 0 , то экс-

тремум существует. Так как 0А , то точка (1; 2) – точка миниму-

ма.  

Минимальное значение функции yxxyyxz 9433 22   в 

этой точке 

  729142132312;1 22
min z . 

 
Раздел 6. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
 

Теоретический материал следует изучить в [4–6, 9]. 
 

ЗАДАЧА 6.1. Найти неопределенные интегралы. 
 

Следует запомнить основные интегралы и их свойства: 

1.   Cxdx  6. Cedxе xx   

2. )1(,
1

1








nC
n

x
dxx

n
n  7. Cx

x

dx
 tg

cos2
 

3. Cx
x

dx
 ln  8. Cx

x

dx
 ctg

sin 2
 

4.   Cxxdx cossin  9. Cx
x

dx



arctg

12
 

5.   Cxxdx sincos  10. Cx
x

dx



arcsin

1 2
 

 

Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла:  

.dx)x(fkdx)x(kf    

Интеграл от суммы (разности) двух функций равен сумме 

(разности) интегралов от этих функций: 

.)( 2121 dxfdxfdxff   

Рассмотрим применение формулы №2 таблицы интегралов. 

Пример 1. 

C
x

C
x

dxx 






312

312
2  

 

Пример 2. 
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C
x

C
x

C
x

dxxdx
x













1

112

1 112
2

2
 

 

Пример 3. 

C
x

C
x

C
x

dxxdxx 






4

3

34131

3434131
313  

 

Пример 4. 

C
x

C
x

C
x

dxxdx

x










3

5

53152

1 5353152
52

5 2
 

 

Рассмотрим применение свойств интегралов. 

Пример 5. 

CxC
x

C
x

dxxxdx 






2

211
1

2
2

11
222  

 

Пример 6. 

CxxCdx
x

xdxdx
x

x   







 lnsin

1
cos

1
cos  

 

Пример 7. 

     Cxxxdxdxxdxxdxxx 352424 35135  
 

Пример 8. 



Cxx
x

dxdxxdxx

dx
x

x









  



 223
4

6236

2
3

6

21
4

213

3

 

Рассмотрим применение формулы:     CbkxF
k

bkxf 
1

. 

Пример 9.  

    Cxdxx  5cos
5

1
5sin  
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Пример 10. 
 

Cxdx
x

 


12ln
2

1

12

1
 

 

Пример 11. 

 
 

C
x

dxx 


 
5

23

3

1
23

5
4

 

 

Важным способом интегрирования является подведение под 

знак дифференциала. 

Пример 12. 







dxxdu

xu
dxxx

cos

sin
cossin 5

  C
x

C
u

duu
6

sin

6

66
5  

 

Пример 13. 

   



  uduu

xdxdu

xu
dxxx cos

2

1
sin

2

1

2

1
1sin

2
2  

  Cx  1cos
2

1 2  

 

ЗАДАЧА 6.2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями. 
 

Для решения этой задачи следует использовать определенный 

интеграл, вычисление которого производится по формуле Ньютона-

Лейбница: 

      
b

a

.aFbF
a

b
)x(Fdxxf  

Рассмотрим применение этой формулы. 

Пример 1. 

32
3

7

3

1

3

2

3

33
2

1

32

1

2 ,
x

dxx  . 

 

Пример 2. 

   


3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

343434 dxxdxdxxdxdxx  
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      41216133312323
2

4 223
1

3

1

2






x
x

. 

 

Пример 3. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 

xy 2 , 23 xy  . 

Площадь фигуры, расположенной между двумя линиями нахо-

дится по формуле: 

 dxyyS
b

a
нв  , 

где вy  и нy  – уравнения соответственно верхней и нижней линий, 

ограничивающих фигуру; а и b – точки пересечения линий. 

Найдем точки пересечения этих линий, для чего приравняем 

правые части уравнений: 

03232 22  xxxx . 

Найдем дискриминант и корни:   163422 D ; 

3
2

162
1 


x ; 1

2

162
2 


x . 

Построим схематично линии между точками пересечения, для 

чего зададим несколько значений x и найдем соответствующие y. 

1) xy 2 , это прямая, по-

строим ее по двум точкам. 

x -3 1 

y -6 2 

2) 23 xy  , это парабола, 

возьмем несколько точек. 

x –3 –1 0 1 

y -6 2 3 2 

 

Из рисунка видим, что  
23 xyв  , xyн 2 . 

 

 

 

 

 

Найдем площадь: 

 

x 

y 

–3 1 

–6 

3 

yв yн 
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    













  




1

3

2
31

3

2

3
323 x

x
xdxxxdxyyS

b

a
нв  

 
 

  































 2

3
2

3

3
3

3
331

3

1
13  

  7109
3

2
1999

3

2
1 ,  ед.кв. 

 

Раздел 7. ВВЕДЕНИЕ В КОМПЛЕКСНЫЙ АНАЛИЗ 

 

Теоретический материал следует изучить в [5, 7]. 
 

ЗАДАЧА 7.1. Выполнить действия с комплексными числами. 
 

Комплексным числом называется упорядоченная пара чисел: 

 y,xz  . Его можно изобразить точкой на плоскости, где x и y – 

координаты точки. 

Существует три формы записи одного  и того же комплексного 

числа: 

– алгебраическая: iyxz  ; 

– тригонометрическая:   sincos izz ; 

– показательная:  iеzz , 

где x – действительная часть комплексного числа; 

y – мнимая часть комплексного числа; 

1i  – мнимая единица; 

z  – модуль комплексного числа, равен 

расстоянию от точки до начала координат; 

22 yxz  ; 

  – аргумент комплексного числа – угол между осью Оx и отрез-

ком, соединяющим точку  yxz ,  с началом координат, отсчиты-

вается против часовой стрелки.  

Аргумент комплексного числа может быть выражен в радиа-

нах и в градусах. В прикладных задачах и в рассмотренных приме-

рах используются градусы. 

Ось Оx называется действительной осью, ось Оy – мнимой.  
 

x 

y 

1 

z  
i 

y 

 

 y,xz   

x 
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Сложение и вычитание комплексных чисел выполняется в 

алгебраической форме. При этом действительные и мнимые части 

числа складываются (вычитаются) между собой. 

Пример 1.  

iz 321  , iz 452  ,  

сумма 

        iiiiizz 734352453221  . 
 

Пример 2. 

 ii ee   2030 105 .  

Здесь оба числа записаны в показательной форме, и их нельзя 

сложить без преобразований. Переведем оба числа в алгебраиче-

скую форму, используя тригонометрическую форму записи: 

    sincossincos zizizezz i . 

    iiie i 5,2330,45,0866,0530sin30cos55 30  . 

Значения синусов и косинусов найдем с помощью калькулято-

ра с требуемой точностью. В данном случае берем три знака после 

запятой. 

        342,0940,01020sin20cos1010 20 iie i

i,, 42349  . 

Теперь можно выполнить сложение: 

    iiiee ii 92,073,1342,34,95,2330,4105 2030   . 
 

Умножение и деление комплексных чисел в показательной 

форме производится следующим образом: 

     21
21

2
2

1
121

  iii ezzezezzz ,  

 21

2

1

2
2

1
1

2

1 









 i

i

i

e
z

z

ez

ez

z

z
. 

То есть, при умножении комплексных чисел их модули пере-

множаются, а аргументы складываются. 

При делении комплексных чисел их модули делятся, а аргу-

менты вычитаются. 
 

Пример 3. 

      iiii eeeezz   4530153015
21 124343 . 
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Пример 4. 

 
  ii

i

i

ee
e

e

z

z 





 254520

45

20

2

1 6,0
5

3

5

3
 

 

Пример 5. 

   
ie

ii



208

6532
  

Сначала выполним сложение в числителе. 

   






 ii e

i

e

ii
2020 8

37

8

6532
 

(Далее преобразуем числитель в показательную форму: 

 ieziyxz . Найдем модуль 616737 3222 ,yxz  . 

Аргумент найдем по формулам: 
x

y
arctg , если 0x  или 

 180arctg
x

y
, если 0x . Получаем:  199,23

7

3
arctg .) 

i

i

i

e
e

e 





 199,3

20

199,23

952,0
8

616,7
. 

 

Пример 6. 

   









i

e

ii

e ii

53

10

2532

10 4040

 (преобразуем знаменатель) 

 
i

i

i

e
e

e

arctg

z













 964,160

964,120

40
52

715,1
831,5

10

964,120180
3

5

831,553
. 

 

ЗАДАЧА 7.2. Решить уравнения. 
 

При решении уравнений следует учитывать, что 

12 i    и   i1 . 

Пример 1. 

1) 24404 22  zzz . 

Данное уравнение имеет два действительных корня.  
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Пример 2. 

2)  404 22 zz  

  iz 212144  . 

Данное уравнение имеет два мнимых корня.  
 

Пример 3. 

01362  zz  

Найдем дискриминант: 1613462 D . 

Тогда 
 

i
i

z 23
2

46

2

1166

2

166
1 








 , 

 
i

i
z 23

2

46

2

1166

2

166
2 








 . 

Уравнение имеет два комплексных корня. 
 

В общем случае уравнение n-го порядка имеет n корней в 

множестве комплексных чисел. 
 

Пример 4. 

013 z , это уравнение 3-го порядка, найдем три корня.  

Разложим левую часть по формуле 

  2233 babababa  , или   2233 babababa  . 

   0111 23  zzzz , отсюда  

01z  или   012  zz . 

Имеем: 11 z . Еще два корня найдем из квадратного уравне-

ния: 012  zz . Найдем 31412 D ,  

2

3

2

1

2

31
2

i
z 


 ;  

2

3

2

1

2

31
3

i
z 


 . 

 

Пример 5. 

014 z , это уравнение 4-го порядка, найдем четыре корня. 

Разложим левую часть по формуле   bababa  22
. 

    0111 224  zzz , тогда   012 z    или   012 z . 

11 2,1
2  zz . 

izz  11 4,3
2 . 



 39 

Раздел 8. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

Теоретический материал следует изучить в [4, 5, 9]. 
 

ЗАДАЧА 8.1. Решить дифференциальные уравнения первого и 

второго порядка. 
 

Дифференциальное уравнение (ДУ) 1-го порядка имеет вид 

0),,(  xyyF  или ),( yxfy  . 

Частным случаем ДУ 1 порядка являются уравнения с разде-

ляющимися переменными, которые имеют вид 

   ygxfy  . 

Алгоритм решения этих уравнений выглядит следующим об-

разом: 

1) записываем производную через отношение дифференциалов 

dx

dy
y  , тогда )()( ygxf

dx

dy
 ; 

2) разделяем переменные dxxf
yg

dy
 )(

)(
; 

3) интегрируются обе части уравнения   dxxf
yg

dy
)(

)(
. 

Записываем ответ через первообразные интегрируемых функ-

ций CxFyG  )()( . 
 

Пример 1. 

x

y
y       

x

y

dx

dy
                 dx

x

y
dy             dx

xy

dy


1
.  

Переменные разделены, интегрируем обе части: 

  dx
xy

dy 1
. 

В левой части: yy
y

dyy
y

dy
22

121

21
121

21 


 


 . 

В правой  части: Cxdx
x

  ln
1

.  
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Приравниваем полученные выражения и получаем 

Ответ: Cxy  ln2  
 

Пример 2. 

  xy

x
y

5
12

ln


     

 512

ln




yx

x

dx

dy
    

 
dx

yx

x
dy 




5
12

ln
      dx

x

x
dyy 

ln
12

5
 

Переменные разделены, интегрируем: 

  xd
x

x
dyy   

ln
12

5
. 

 
 

6

12

2

1
12

6
5 


y

dyy ,  

 



  C

x
C

u
duudx

x
du

xu
xd

x

x

2

ln

2
1

lnln 22

. 

Ответ: 
 

C
xy





2

ln

6

12

2

1 26

. 

 

Дифференциальное уравнение (ДУ) 2-го порядка имеет вид 

0),,,(  xyyyF  или ),,( yyxfy  . 
 

Рассмотрим решение уравнений  xfy  , допускающих по-

нижение порядка. Путем интегрирования, последовательно нахо-

дятся первая производная y , а затем функция y . 
 

Пример 3. 

xy 5sin ;  15cos
5

1
5sin Cxdxxy   ; 

.5sin
5

1

5

1
5cos

5

1
5cos

5

1
2111 CxCxdxCdxxdxCxy   










 

Ответ: 215sin
25

1
CxCxy  . 

 

Рассмотрим решение линейных однородных ДУ 2-го порядка с 

постоянными коэффициентами, которые имеют вид: 

021  yayay . 
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Находим решение в виде kxey  . 

Для нахождения k составляется квадратное характеристиче-

ское уравнение, для чего y   заменяется на 2k , y  – на k, y – на 1: 

021
2  akak . 

Общее решение однородного уравнения ooy  находится из 

табл. 8.1.  

Таблица 8.1 

Вид общего решения ooy  

N Дискриминант Корни ooy  

1 0D  

Два действи-

тельных корня 1k  

и 2k  

xkxk
oo eCeCy 2

2
1

1   

2 0D  

Один действи-

тельный корень 

k  

xeCeCy kxkx
oo  21  

3 0D  

Корни ком-

плексные 

ik , 21  
 xCxCey x

oo   sincos 21  

 

 

Пример 4.  
05  yy  

Составляем характеристическое уравнение и решаем его. 

  0552  kkkk , откуда имеем два действительных корня: 

01 k , 52 k .  

Записываем ответ (Табл. 8.1, строка 1): 
xxx

oo eCCeCеСy 5
21

5
2

0
1  . 

 

Пример 5. 
02  yyy  

0122  kk , 01422 D , (Табл. 8.1, строка 2) 

1
2

02



k , имеем один действительный кратный ко-

рень. 

Ответ: xeCeCy xx
oo   1

2
1

1 . 
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Пример 6. 
0136  yyy  

01362  kk ,  01613462 D , (Табл. 8.1, строка 3) 

i
i

k 23
2

46

2

166
2,1 





 , – корни комплексные, 3 , 

2 . 

Ответ:  xCxCey x
oo 2sin2cos 21

3   . 

 

В контрольной работе требуется найти общее решение линей-

ного неоднородного ДУ 2-го порядка с постоянными коэффициен-

тами, которые имеют вид: 

 xfyayay  21 . 

Здесь правая часть не равна нулю и представляет собой функ-

цию от x специального вида. 

Общее решение линейного неоднородного уравнения находит-

ся как сумма: 

чнoooн yyy  , 

где ooy  – общее решение соответствующего однородного уравне-

ния, его нахождение рассмотрено выше;  

чнy  – частное решение неоднородного уравнения, вид которого 

находится по таблице 8.2 
 

Пример 7. 
xyyy 534   

Найдем общее решение соответствующего однородного урав-

нения, для чего решаем характеристическое уравнение: 

0342  kk       04344 2 D . 

Имеем два действительных корня: 1
2

44
1 


k , 

3
2

44
1 


k . По табл. 8.1 (строка 1) записываем 

xx
oo eCeCy 3

2
1

1  . 

Определяем с помощью табл. 8.2 вид правой части неоднород-

ного уравнения. 
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Таблица 8.2 

Вид частного решения неоднородного уравнения 

 

N Правая часть  xf  чнy  

1 Многочлен n-й 

степени  xРn  

Корни характеристи-

ческого уравнения 

01 k , 02 k   

Один из корней 

характеристического 

уравнения 0k  

Два корня 

характеристического 

уравнения 021  kk  

1.1 Нулевой степени 

(число)   axР 0  

Аyчн   Аxyчн   2Аxyчн   

1.2 Первой степени 

(содержит x)  xР1  

BАxyчн    xBАxyчн     2xBАxyчн   

1.3 Второй степени 

(содержит 2x ) 

 xР2  

CBxАxyчн  2   xCBxАxyчн  2    22 xCBxАxyчн   

2   mx
n exР   1km  , 2km   1km   или 2km   21 kkm    

2.1 mxea   mx
чн Аey   xАey mx

чн   2xАey mx
чн   

2.2   mxexР 1    mx
чн eBАxy     xeBАxy mx

чн     2xeBАxy mx
чн   

2.3   mxexР 2    mx
чн eCBxАxy  2

 

  xeCBxАxy mx
чн  2

   22 xeCBxАxy mx
чн 

 

3 nxQnxP cossin   0  и n  0  и n   

3.1 nxbnxa cossin   nxBnxAyчн cossin    xnxBnxAyчн cossin    

4
3

 



 44 

   xPxxf 15   – многочлен первой степени (табл. 8.2, стро-

ка 1.2).  

Так как 011 k , 032 k , то BАxyчн  . 

Найдем первую и вторую производные:   ABАxy  ;  

0 Ay .  

Подставим BАxyy чн  , Ay   и 0y  в исходное урав-

нение: 

  xBAxA 5340  . 

Раскроем скобки: xBAxA 5334  . 

Сгруппируем слагаемые с одинаковой степенью x: 

xBAAx 5343  . 

Уравняем коэффициенты перед x слева и справа: 









034

53

0

1

BA

A

x

x
, отсюда найдем 

3

5
A  и 

9

20

33

54

3

4







A
B . 

Подставим эти значения в выражение: 
9

20

3

5
 xBАxyчн . 

Ответ: 
9

20

3

53
21  xeCeCyyy xx

чнoooн . 

 

Пример 8. 
xeyyy 3444   

Составим характеристическое уравнение: 

0442  kk       04444 2 D . 

Имеем один действительный корень: 2
2

04



k . По 

табл. 8.1 (строка 2) записываем: 

xeCeCy xx
oo

2
2

2
1  . 

Определяем с помощью табл. 8.2 вид правой части неоднород-

ного уравнения: 

  xx eaexf 334   – строка 2.1, где 3m . Так как 2m , то 

x
чн Aey 3 .  

Найдем первую и вторую производные: 33  x
чн Аeyy , 

  xxx AeAeАey 333 9333 


 . 
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Подставим x
чн Аeyy 3 , xAey 33  и xAey 39  в исходное 

уравнение: 
xxxx eAeAeAe 3333 44349  . 

Вынесем общий множитель: 

  xx eAAAe 33 44129  , получаем: 

xx eAe 33 4 , откуда 4A . 

Получаем, что x
чн ey 34 . 

Ответ: xxx
чнoooн exeCeCyyy 32

2
2

1 4  
 

Пример 9. 
xxyy 4cos54sin24   

Составим характеристическое уравнение: 

042 k      42 k    ik 2  – корни комплексные. 

По табл. 1 (строка 3) запишем: 

ik 20 , здесь 0 , 2 , тогда  

   xCxCexCxCey xx
oo 2sin2cossincos 21

0
21   . 

Определяем с помощью табл. 2 вид правой части неоднород-

ного уравнения: 

  nxbnxaxxxf cossin4cos54sin2   – строка 3.1, где 

4n .  

Так как 42  , то  

xBxAyчн 4cos4sin  . 

Найдем первую и вторую производные: 

  xBxAxBxAy 4sin44cos44cos4sin 


 , 

  xBxAxBxAy 4cos164sin164sin44cos4 


 . 

Подставим y  и y   в исходное уравнение: 

  xxxBxAxBxA 4cos54sin24cos4sin44cos164sin16  . 

Сгруппируем синусы и косинусы: 

    xxBBxAAx 4cos54sin24164cos4164sin  . 

Уравняем коэффициенты около синусов и косинусов: 









512

212

4cos

4sin

B

A

x

x
, откуда 

6

1

12

2


`
A ,  

12

5
B . 

Получаем, что 
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xxyчн 4cos
12

5
4sin

6

1
 . 

Ответ:  

xxxCxCyyy чнoooн 4cos
12

5
4sin

6

1
2sin2cos 21  . 

 
Раздел 9. РЯДЫ 

 

Теоретический материал следует изучить в [5, 8]. 
 

ЗАДАЧА 9.1. Записать первые четыре члена заданного число-

вого ряда. 
 

Числовым рядом называется выражение вида:  




1
321

n
nn aaaaa  , 

где  ,,,,, 321 naaaa  − члены ряда; na  − общий член ряда, Ran  . 
 

Пример 1.   


1

12
n

n . 

Обратим внимание на то, что n – натуральное число, прини-

мающее значения от 1 до . Общий член ряда 12  nan . 

Нужно найти первые четыре члена ряда, поэтому задаем по-

следовательно значения 4;3;2;1n , которые подставляем в общий 

член ряда. 

1n : 1̀1121 a .                2n : 3̀1222 a . 

3n : 5̀1323 a .               4n : 7̀1424 a . 

Имеем:   ...753112
1

 


n

n  

 

Пример 2.  











1
12n

n

n
. 

1n : 
4

1

2

1
111 


a .                     2n : 

4

1

2

2

2

2
3122 


a . 

3n : 
16

3

2

3

2

3
4133 


a  .          4n : 

8

1

2

4

2

4
5144 


a . 
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Имеем: ...
8

1

16

3

4

1

4

1

21
1

 











n
n

n
 

Пример 3.   


0

2

!
1

n

n

n

n
. В этом примере значения n начина-

ются с нуля. 

0n :   0
!0

0
1

2
0

0 a .           1n :   1
!1

1
1

2
1

1 a . 

2n :   1
!2

2
1

2
2

2 a .           3n :  
2

3

6

9
1

!3

3
1

2
3

3 a    

Здесь следует уметь находить n! (n-факториал).  

nn  ....321! . 

1!1  , 221!2  , 6321!3   и т.д.  

Следует учитывать, что 1!0  . 

Имеем:   ...
2

3
110

!
1

0

2

 


n

n

n

n
 

 

ЗАДАЧА 9.2. Вычислить сумму ряда. 
 

Предварительно рассмотрим некоторые основные понятия. 

Сумма первых n членов ряда nn ааааS  321  называ-

ется n-й частичной суммой ряда. Если существует SSn
n




lim , рав-

ный конечному числу, то ряд называется сходящимся, а S − суммой 

ряда. В противном случае ряд называется расходящимся,  расходя-

щиеся ряды конечной суммы не имеют. Таким образом, возможны 

два случая: 

1) Ряд 


1n
na  расходится.  

Это значит, что сумма ряда равна бесконечности: 

  naaaa 321 . Например, для рассмотренного выше 

ряда    




...753112
1n

n . Здесь каждый следующий член 

ряда больше, чем предыдущий, поэтому сумма ряда равна беско-

нечности, и, значит, ряд расходится. 
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Либо суммы вообще не существует, как, например, у ряда 

  ...111111
1

 


n

n
 

2) Ряд 


1n
na  сходится.  

Например:  


1

9/1...111,0...001,001,01,01,0
n

n   – этот 

ряд сходится и его сумма равна 1/9.  

Ряд членов геометрической прогрессии  






1

1

n

nqа : 

1) при 1q  сходится, сумма ряда вычисляется по формуле  

q

A
S




1
; 

2) при 1q  расходится. 
 

Пример 1. Вычислить сумму ряда ...
64

3

16

3

4

3
3    

Это ряд геометрической прогрессии со знаменателем 
4

1
q , 

первый член ряда 3А . Так как 1q , то ряд сходится, и его сумма 

равна: 4

4

1
1

3

1








q

A
S .  

Ответ: 4...
64

3

16

3

4

3
3  . 

 

Пример 2. Вычислить сумму ряда ...2793    

Это ряд геометрической прогрессии со знаменателем 3q . 

Так как 1q , то ряд расходится, его сумма  ...2793 . 
 

Пример 3. Вычислить сумму ряда ...
16

27

4

9
34    

Это ряд геометрической прогрессии со знаменателем 
4

3
q , 

первый член ряда 4А . Так как 1q , то ряд сходится, и его сумма 



 49 

равна: 
7

16

4

3
1

4

1
















q

A
S . 

Ответ: 
7

16
...

16

27

4

9
34  . 

 

ЗАДАЧА 9.3. Проверить необходимый признак сходимости 

ряда числового ряда. 
 

1. Необходимый признак сходимости 

Если ряд сходится, то его общий член nа  стремится к нулю 

при n , то есть: 0lim 


n
n

a .  

Если общий член ряда не стремится к нулю: 0lim 


n
n

a , то ряд 

расходится. 

Однако, если 0lim 


n
n

a , то ряд может сходиться или расхо-

диться. 

Пример 1.   


1

12
n

n . 

Выпишем общий член ряда: 12  nan . 

Найдем предел:   0)12(12limlim 


na
n

n
n

. Ряд 

расходится. 

Пример 2. 




1
2 23

12

n n

n
. 

Выпишем общий член ряда: 
13

12
2 




n

n
an . 

Найдем предел: 




























 13

12
limlim 2n

n
a

n
n

n

. Чтобы раскрыть эту неопреде-

лённость, заменим числитель и знаменатель эквивалентными на 

бесконечности функциями, для чего оставляем наибольшие степени 

в этих выражениях:  

( 12 n )  (эквивалентно) 2n;   22 3~13 nn  . Тогда  
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0
3

2

3

2
lim

3

2
lim~

13

12
lim 22

















 nn

n

n

n

nnn

. 

Этот ряд сходится или расходится. 

 

ЗАДАЧА 9.4. Исследовать ряд на сходимость, используя при-

знаки сходимости: Даламбера, интегральный, Лейбница. 
 

1. Признак Даламбера для рядов с положительными членами  

Если для ряда 


1
321

n
nn aaaaa   существует пре-

дел q
a

a

n

n

n




1lim , то при  1q  ряд сходится; при 1q  ряд расхо-

дится; при 1q  вывод сделать нельзя, и необходимо применение 

других признаков сходимости. 

Пример 1. Исследовать ряд 





1
23

5

n
n

n
 на сходимость.  

Выпишем общий член ряда: 
23

5





nn

n
a .  

Запишем 
 
  3211

3

6

3

51








nnn

nn
a . 

Найдем предел отношения 

 

 
,1

3

1

33

33
lim

35

36
lim

3

5
:

3

6
limlim 3

2

3

2

23
1 



























n

n

n
n

n

n
nn

nn

n

n n

n

n

nnn

a

a

 

ряд сходится. 

Пример 2. Исследовать ряд 




1 23

!

n
n

n
 на сходимость. 

Выпишем общий член ряда: 
23

!




nn

n
a .  

Запишем 
 
 

 

23

1!

23

!1
111










 nnn

nnn
a . 

Найдем предел отношения 

 

 
   

 

































 23!

231!
lim

23

!
:

23

1!
limlim 11

1
n

n

n
nn

nn

n

n n

nnnnn

a

a
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   
 

1
33

lim
33

3
lim

3

3
lim

23

231
lim 11


























nnnn

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n

, 

ряд расходится. 

При раскрытии неопределённости заменили числитель и зна-

менатель эквивалентными на бесконечности функциями: 

  nn ~1 ;   nn 3~23  ;   11 3~23   nn . 
 

2. Интегральный признак сходимости для рядов с положи-

тельными членами. 

Пусть дан ряд 


1
321

n
nn aaaaa   и функция 

 xfy  , непрерывная, убывающая при   ;1x . Члены ряда яв-

ляются значениями функции при целых значениях x (то есть 

  11 ay  ,   22 ay   и т. д.). Тогда ряд 


1n
na  и несобственный инте-

грал  dxxf


1

 сходятся или расходятся одновременно. 

Пример 3. Исследовать ряд 


1
2

1

n n
 на сходимость. 

Этому ряду соответствует функция 
2

1

x
y  . 

Вычислим интеграл:  

.110
1

111

12

1

11

12

1

2

1
2































x

x
dxxdx

x
 

Интеграл равен конечному числу, и значит, он сходится. Сле-

довательно, ряд тоже сходится. 
 

Пример 4. Исследовать ряд 




1
4

3

2n n

n
 на сходимость. 

Этому ряду соответствует функция 
24

3




x

x
y . 

Вычислим интеграл:  
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  


















1

4

1
1

3

4

1
4

3

2ln
4

1
ln

4

1

4

1

4

2

2
xu

u

du

dxxdu

xu
dx

x

x x

x

x

x

  .3ln
4

1
ln

4

1
   

Интеграл равен бесконечности, и, значит, он расходится. Сле-

довательно, ряд тоже расходится. 
 

3. Признак Лейбница для знакочередующихся рядов. 

Знакочередующиеся ряды имеют вид: 

  ......1 321
1

 



nn

n

n
aaaaа  

Знакочередующийся ряд сходится, если выполняются два 

условия: 

1) абсолютные значения членов ряда убывают (начиная с неко-

торого члена), то есть ...321  aaа  ; 

2) общий член ряда стремится к нулю, то есть 0lim 


na
n

. 

 

Пример 5. Исследовать знакочередующийся ряд 

 





1
4

3

2
1

n

n

n

n
 на сходимость. 

 

Выпишем абсолютное значение общего члена ряда 

24

3




n

n
an .  

Проверим два условия признака Лейбница. 

1) Выпишем первые несколько членов ряда: 
3

1

21

1
4

3

1 


a , 

44,0
18

8
2 a , 32,0

83

27
3 a , 25,0

258

64
4 a  и т. д.  

Первое условие выполняется, начиная со второго члена ряда: 

....432  aaa  

2) Проверим второе условие признака Лейбница. Найдем пре-

дел: 

,0)
1

(
1

lim~2
2

limlim
44

4

3





















 n
nn

n

n
a

nn
n

n
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общий член ряда стремится к нулю. 

Оба условия выполняются, знакочередующийся ряд сходится. 
 

Пример 6. Исследовать знакочередующийся ряд 

 







1
1

1

4
)1(

n
n

n n
 на сходимость. 

Выпишем абсолютное значение общего члена ряда 
14 


nn

n
a .  

Проверим два условия признака Лейбница. 

1) Выпишем первые несколько членов ряда: 

06,0
16

1

4

1
111 


a , 03,0
64

2
2 a , 01,0

256

3
3 a  и т. д. 

Первое условие выполняется, начиная с первого члена ряда: 

....321  aaa  

2) Проверим второе условие признака Лейбница. Найдем пре-

дел: 

,04
4

limlim
1

1
 




n
n

a n

n
n

n
n

 

общий член ряда стремится к нулю. 

Оба условия выполняются, знакочередующийся ряд сходится. 

 

ЗАДАЧА 9.5. Найти область сходимости степенного ряда. 
 

Областью сходимости степенного ряда  


1
0 )(

n

n
n xxa  называ-

ется множество всех значений x, при которых соответствующий 

числовой ряд сходится. 

Алгоритм нахождения области сходимости приведен ниже. 

1) Находится интервал сходимости степенного ряда, которым 

является интервал радиуса R с центром в точке х0.  RxRx  00 ; . 

Вне этого промежутка во всех точках  ряд расходится, а для всех x 

из этого промежутка – сходится. 

Радиус сходимости ряда находится по формуле 

1

lim



n

n

n a

a
R . 
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2) Проверяется сходимость степенного ряда в граничных точ-

ках интервала сходимости, то есть для Rxx  0 . 

3) Записывается область сходимости с учетом сходимости ряда 

в граничных точках. 

 

Пример 1. Найти область сходимости степенного ряда 

 n
n

n
x

n
3

21






. 

Для этого степенного ряда коэффициенты равны: 

11
2

1
,

2 




nnnn

n
a

n
a ; значение 30 x . 

Находим радиус сходимости 

.2~1
1

2
lim

2)1(

2
lim

2

1
:

2
limlim

1

1
1





















nn
n

n

n

nnn

a

a
R

n

n

n

nnnnn

n

n
 

Интервал сходимости имеет вид  23;23   или (1; 5). 

Исследуем сходимость ряда в граничных точках интервала. 

При х = 5 имеем числовой ряд:  

 
 





 11

...321
2

)35(

nn
n

n

n
n

.  

Этот ряд расходится, и значение х = 5 не входит в область схо-

димости. 

При х = 1 имеем числовой ряд: 

  



 









 111

...321)1(
2

2)1(

2

)31(

n

n

n
n

nn

n
n

n

n
nn

.  

Этот ряд также расходится, так как не выполняется необходи-

мое условие сходимости (общий член ряда не стремится к нулю). 

Граничные точки не включаются в область сходимости. Обла-

стью сходимости степенного ряда является интервал (1; 5). 
 

Пример 2. Найти область сходимости степенного ряда  






1 3

)2(

n

n

n

х
. 
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Коэффициенты степенного ряда равны: 
1

1
,

1
1


 

n
a

n
a nn ;  

значение  20 x . 

Находим радиус сходимости 

.1
1

lim
1

1
:

1
limlim

1








 n

n

nna

a
R

nnn

n

n
 

Интервал сходимости имеет вид  12;12   или  1;3  . 

Исследуем сходимость ряда в граничных точках интервала. 

При 1x  получаем следующий числовой ряд:  







 





 11 3

1

3

)21(

nn

n

nn
 . 

По интегральному признаку сходимости вычисляем интеграл 

 .4ln)ln(3ln
3

1
1

1







xdx
x

   

Интеграл и ряд расходятся,  значение 1x  не входит в об-

ласть сходимости. 

При 3x  получаем следующий числовой ряд: 

 







 





 11 3

)1(

3

)23(

n

n

n

n

nn
. 

Это знакочередующийся числовой ряд. Так как члены ряда 

3

1




n
an  убывают и стремятся к нулю, то этот ряд сходится по 

признаку Лейбница. Значение 3x  входит в область сходимости. 

Областью сходимости степенного ряда является интервал  

 1;3  . 

Пример 3. Найти область сходимости степенного ряда 


1
3

n

n

n

х
. 

Коэффициенты степенного ряда 
313 )1(

1
,

1


 

n
a

n
a nn ;  

значение 00 x . 

Находим радиус сходимости. 

.1
)1(

lim
)1(

1
:

1
limlim

3

3

33
1








 n

n

nna

a
R

nnn

n

n
 

Интервал сходимости имеет вид  1;1 . 
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Исследуем сходимость ряда в граничных точках интервала. 

При х = 1 получаем следующий числовой ряд: 


1
3

1

n n
. 

По интегральному признаку сходимости вычисляем интеграл 

 
.5,0

2

11

2

1

2

1

1
2

1
2

1

2
3

1
3

 





























 





x

x
dxxdx

x
 

Интеграл и ряд сходятся,  значение 1x  входит в область схо-

димости. 

При 1x  получаем следующий числовой ряд: 


1
3

)1(

n

n

n
. 

Это знакочередующийся числовой ряд. Так как члены ряда 

3

1

n
an   убывают и стремятся к нулю, то этот ряд сходится по при-

знаку Лейбница. Значение 1x  входит в область сходимости. 

Областью сходимости степенного ряда является промежуток 

[– 1; 1]. 

 

ЗАДАЧА 9.6. Разложить интегрируемую функцию в степенной 

ряд и вычислить интеграл с точностью до заданного значения . 

Требуется вычислить определенный интеграл 
b

a

dxxy )(  путем 

разложения интегрируемой функции в степенной ряд. Раскладыва-

ем интегрируемую функцию в степенной ряд по формуле Тейлора: 

....)(
!3

)(
)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()( 3

0
02

0
0

0
0

0 








 xx
xy

xx
xy

xx
xy

xyxy

 

Интервал интегрирования должен входить в область сходимо-

сти этого степенного ряда. Каждое слагаемое степенного ряда явля-

ется степенной функцией и интегрируется по таблице интегралов. 

После подстановки пределов интегрирования в формуле Ньютона-

Лейбница, получаем числовой ряд.  

Рассмотрим случай, когда числовой ряд знакочередующийся: 

......321  naaaa . Выбираем член ряда по условию an < ; 

тогда сумма всех предыдущих членов ряда даст приближенное зна-
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чение интеграла с точностью . Таким образом, значение интеграла 

вычисляется как 


b

a

dxxy )(  1321 ...  naaaa . 

Для разложения функций в ряд Тейлора удобно пользоваться 

табличными рядами разложения следующих функций в точке 

00 x . 

1) ;
!!3!2

1
32

 
n

xxx
xe

n
x  

область сходимости );(  . 

2)   ;
)!12(

1
!7!5!3

sin
12

1
753

 







n

xxxx
xx

n
n

 

область сходимости );(  . 

3)   ;
)!22(

1
!6!4!2

1cos
22

1
642

 







n

xxxx
x

n
n

 

область сходимости );(  . 

4)   ;1
432

)1ln(
1

432

 


n

xxxx
xx

n
n

  

область сходимости ]1;1( . 

5)  
     

;
!

11

!2

1
11 2 


 





 nm

x
n

nmmm
x

mm
mxx  

область сходимости )1;1( . 

6)   ;
)12(

1
753

arctg
12

1
753

 







n

xxxx
xx

n
n

 

область сходимости )1;1( . 

7) 










7642

531

542

31

32

1
arcsin

753 xxx
xx ; 

область сходимости )1;1( . 

Пример 1. Вычислить 
 

dx
x

x


10

1

0

1ln
 с точностью 310 . 

Решение. Известно разложение (4): 
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  
65432

1ln
65432 xxxxx

xx  

Разделим левую и правую часть равенства на x, получим 

подынтегральную функцию: 

 




65432
1

1ln 5432 xxxxx

x

x
 

Вычислим интеграл от правой части равенства: 

 
 
















dx

xxxx
dx

x

x 10

1

0

43210

1

0

...
5432

1
1ln

 

.
2510

1

1610

1

910

1

410

1

10

1

251694

5432

10

1

0

5432



































xxxx
x

 

 

Вычисляем значения первых слагаемых: 
 

;100025,0
410

1
;101000,0

10

1 3

2

3  


  3

3
100001,0

910

1 


. 

Значит, для вычисления интеграла с точностью 310  доста-

точно взять три первых члена ряда: 

 
.098,00976,00001,00025,01000,0

1ln10

1

0




dx
x

x
 

Ответ:  0,098. 
 

Пример 2. Вычислить 


1

0

2
dxe x  с точностью  = 0,005. 

Решение.   

Запишем известное разложение функции xey   (1) в следую-

щем виде: 

 
!!3!2

1
32

n

ttt
te

n
t  

Введем замену: tx  2 , и подставим значение t в известный 
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ряд. Получим: 

 




!

)(

!3!2
1

264
22

n

xxx
xe

n
x  

Найдем интеграл от правой части равенства: 




















 dx
n

xxx
xdxe

n
x 

!

)(

!3!2
1

264
2

1

0
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0

 


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
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





















1

0

12753

!)12(
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!37!253


nn

xxxx
x

nn

 

 











!)12(

)1(

!37

1

!25

1

3

1
1

nn

n

. 

Вычисляем значения первых слагаемых: 

.005,00046,0
!49

1
;005,00238,0

!37

1

;005,01,0
!25

1
;005,03333,0

3

1
;005,01












 

Значит, достаточно взять пять первых слагаемых. 

.7475,00046,00238,01,03333,01
1

0

2


 dxe x  

 

Раздел 10. ВВЕДЕНИЕ В ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ  
АНАЛИЗ 

 
Теоретический материал следует изучить в [12]. 
 

ЗАДАЧА 10.1. Изобразить множество на плоскости. 
 

Множество – неопределимое понятие в математике, под кото-

рым понимается совокупность объектов, обладающих определенным 

свойством, объединенных в единое целое. Например, множество 

студентов в группе, множество целых чисел и т. п.  

Элементами множества называются объекты, его составляю-

щие. Множества обозначаются прописными буквами латинского ал-

фавита: A, B, C,... а элементы множеств – строчными буквами: a, b, 

c,… . 

Запись a  M означает: элемент a принадлежит множеству M. 
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Аналогично a  M читаем как: элемент a не принадлежит множеству 

M. Множество, не содержащее ни одного элемента, называется пу-

стым и обозначается символом .  

Способы задания множеств. 1) Перечисление состоит в получе-

нии полного списка элементов множества. 2) Описание заключается 

в задании такого свойства, которым элементы данного множества 

обладают, а все остальные нет.  

Конечные множества можно задавать обоими способами. Бес-

конечные множества можно задавать только с помощью описания.  

Множество объектов x, обладающих свойством A(x), обознача-

ется   xAx  или   xАx : . При этом, A(x) называется характери-

стическим свойством множества.  

Приняты следующие обозначения:  

Rx  – x принадлежит множеству действительных чисел (точ-

ки прямой); 

  2Ry,x   (R два) – упорядоченная пара действительных чисел 

(точки плоскости). 
 

Пример 1.   02;3; 2  yxyxRyx . 

Требуется изобразить множество точек плоскости, удовлетво-

ряющих системе неравенств: 









02

3

yx

yx
. 

 

Решим первое неравенство: 3 yx . Для этого построим ли-

нию: 3 yx . Это прямая, которую строим по двум точкам: 

30 11  yx ; 03 22  yx . 

Линия разбила плоскость на две части: 

правую и левую.  В одной из них 3 yx , в 

другой 3 yx . На самой линии выполняет-

ся равенство 3 yx . 
 

Для нахождения искомой области возьмем любую точку, не 

лежащую на линии, например, т. (0; 0). Подставим ее координаты в 

исходное неравенство: 3003  yx . 

Получили верное неравенство, значит, эта точка лежит в иско-

мой области. Выбираем левую полуплоскость, указываем на это 

3 x 

y 

3 

0 

x+y = 3 
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штриховкой. Если получили бы неверное неравенство, то выбрали 

бы правую полуплоскость. 

Так как неравенство строгое, то точки 

прямой линии не принадлежат решению, 

изображаем ее пунктиром. 

Решим второе неравенство: 02  yx . 

Для этого построим линию: 02  yx . Это 

прямая xy 2 , строим по двум точкам: (0; 0), 

(1; 2).  

Линия разбила плоскость на две части: правую и левую. В од-

ной из них 02  yx , в другой 02  yx . На самой линии выпол-

няется равенство 02  yx . 

Для нахождения искомой области возьмем любую точку, не 

лежащую на линии, например, т. (1; 0). Подставим ее координаты в 

исходное неравенство: 001202  yx . Получили верное 

неравенство, значит, эта точка лежит в искомой области. Выбираем 

правую полуплоскость, указываем на это штриховкой.  

Так как неравенство нестрогое, то точки 

прямой линии принадлежат решению, изоб-

ражаем ее сплошной линией. 

Найдем пересечение полученных мно-

жеств, для чего совместим рисунки. 

Искомое множество является областью 

с разной штриховкой. 
 

Пример 2.   02; 2  yxRyx . 

Требуется изобразить множество точек плоскости, удовлетво-

ряющих выражению: 02  yx . 

Раскроем модуль, получим две системы: 

1) 








02

0

yx

yx
            или      2) 

 







02

0

yx

yx
. 

1) Решаем первую систему: 








02

0

yx

yx
. 

Первое неравенство – это часть плоскости, ограниченной ли-

нией 0 yх .  

 

1 x 

y 

2 

0 

2x–y = 0 

3 x 

y 
3 

0 
x+y = 3 

2x–y = 0 
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Построим эту линию:  

x 0 1 

y 0 –1 

Возьмем точку (1; 1), подставим в ис-

ходное неравенство:  

0110  yх  – верно, значит, эта точ-

ка лежит в искомой области. Заштрихуем ее. 
 

Вторым в системе стоит равенство: 

02  yx . Оно задает точки прямой 

2 xy , построим ее. 

  

 

 

Совместим оба рисунка. Прямая 2 xy  полностью лежит в 

заштрихованной области, и ее точки являются решением первой си-

стемы. 
 

2) Решаем вторую систему: 








02

0

yx

yx
. 

Первое неравенство задает часть плос-

кости, ограниченной линией 0 yх . По-

строим эту линию, заштрихуем область, где 

0 yх . 
 

Построим вторую линию: 02  yx . 

Это прямая линия: 2 xy .  

 

 

 

Она полностью лежит в заштрихован-

ной области и ее точки являются решением 

второй системы. 

 

Объединим оба решения, получим две 

прямые, точки которых принадлежат указан-

ному множеству. 

x 0 2 

y 2 0 

x 0 –2 

y –2 0 

x 

y 

1 

0 

x+y = 0 

x 

y 

1 0 

y = –x+2 

x 

y 

1 

0 

x+y = 0 

x 

y 

1 

0 

y = –x–2 

y = –x–2 

x 

y 

1 0 

y = –x+2 

1 
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ЗАДАЧА 10.2. Перечислить элементы множества M, выполнив 

операции над множествами. 
 

Рассмотрим операции над множествами. 
 

Объединением С двух множеств А и В называется множество, 

состоящее из всех элементов, принадлежащих или множеству А, или 

множеству В, или обоим множествам вместе. Обозначение: 

BAC  . Объединение множеств также называют суммой мно-

жеств.  

Пример 1. Записать объединение множеств. 

а)  4 3, 2, ,1А  и  7 ,6В ;  7 6, 4, 3, 2, ,1BA  

б)  3 2, ,1С  и  5 4, 3, 2,D ;  5 4, 3, 2, ,1DС  
 

Пересечением С двух множеств А и В называется множество, 

состоящее из элементов, принадлежащих и множеству А, и множе-

ству В одновременно. Обозначение: BAC  . Пересечение образо-

вано всеми общими элементами данных множеств. 

Пример 2. Найти пересечение множеств. 

а)  3 2, ,1А  и  5 4, 3, 2,В ;  3 2, ВА  

б)  4 3, 2, ,1С  и  7 ,6 5, 4,D  ;  5 4 3 ,,E  ,    4 EDC  
 

Разностью С двух множеств А и В называют множество, состо-

ящее из всех элементов А, не входящих в В. Обозначение: B\AC   

(«С равно А без В»). Таким образом, из множества А достаточно уда-

лить общие элементы множеств А и В. 

Пример 3. Найти разность множеств. 

а)  3 2, ,1А  и  5 4, 3, 2,В ;  1 В\А  

б)  4 3, 2, ,1А  и  4 3,В  ;  2 1, В\А  

в)   3 2, ,1А ,  5 4,В ;    3 2, 1, В\А  
 

Дополнением к множеству А называется множество элементов, 

которые не принадлежат А, и дополняют его до универсального 

множества U. Обозначается: A . 

Пример 4. Найти дополнение  множества А. 

 3 2, ,1А  ,   5 4, 3, 2,U ;  5 4, U\AА . 
 

Симметрической разностью двух множеств А и В называют 

множество, состоящее из элементов, принадлежащих только А и 

только В. То есть содержит все элементы этих множеств, кроме эле-
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ментов принадлежащих  пересечению множеств. Обозначается: 

ВА . 

Пример 5. Найти симметрическую разность множеств А и В. 

 3 2, ,1А ,  5 4, 3, 2,В ;  5;4;1ВА . 
 

Пример 6. 

Заданы множества:  7 6, 5, 4, 3, 2, 1,U  – универсальное, 

 7 4, 2,A  ,  7 5, 3 1 ,,B  ,  6 5, 3 2 ,,C  . Перечислить элементы 

множества   ABCM  . 

Для нахождения множества М выполним операции над множе-

ствами в следующем порядке: 

1) Найдем дополнение: 

     7 4, 16 5, 3, 27 6, 5, 4, 3, 2, 1 ,,\,C\UC  . 

2) Найдем пересечение двух множеств: 

     7 17 5, 3, 17 4, 1 ,,,BC  . 

3) Найдем объединение двух множеств: 

       7 4, 2, 17 4, 27 1 ,,,ABC  . 

Отсюда    7 4, 2, 1,ABCМ  .  

 

ЗАДАЧА 10.3. Найти меру плоского множества. 
 

Пример 1. Найти меру множества, изображенного на рисунке.  

Мера множества – неотрицательная ве-

личина, под которой понимается размер (объ-

ем) множества. Мера геометрических фигур 

на плоскости совпадает с их площадью.  

В нашем случае площадь криволинейной трапеции можно 

найти с помощью определенного интеграла по формуле 

711
1

0

1

0
,eedxeSm xx   . 

Пример 2. 

Найти меру плоского множества   91,:, 2  xxyRyx . 

Заданное множество есть часть графика функции xy   на ин-

тервале 91  x . Так как множество является линией, то его плоская 

мера (площадь) равна нулю. 

x 

y 

1 0 

xey   
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Пример 3. 

Найти меру плоского множества   04:, 222  yyxRyx  

Изобразим множество    0422  yyx  на плоскости.  

Построим линию 0422  yyx . Это 

окружность. (см. задачу 2.2). Выделим пол-

ный квадрат: 

    4222224
22222  yyyyy . 

Получим:   0424
2222  yxyyx ,  

  42
22  yx . Это окружность с центром в т.  2;0  и R=2.  

Заданное множество точек находится внутри окружности, то 

есть, является кругом. Площадь круга  4222RS . 

Таким образом, мера заданного плоского множества равна 4. 

 

ЗАДАЧА 10.4. Найти образ заданного множества при указан-

ном отображении. 
 

Пусть даны два множества X и Y. Такое соответствие, при ко-

тором каждому элементу Xx  соответствует (единственный) эле-

мент Yy , называется отображением множества X в множество Y. 

Частным случаем отображения является функция. Тогда множе-

ство X называется областью определения отображения f, обознача-

ется  xD . Множество Y называется областью значений отображе-

ния f (образом X), обозначается  xE . 

Пусть необходимо найти образ множества XA  при отоб-

ражении )(Af . 

Для этого следует найти значения функ-

ции на границах промежутка и в критических 

точках, принадлежащих заданному интервалу; 

выбрать наименьшее и наибольшее значение 

наимf  и наибf . Тогда полный образ  

   наибнаим ffAf ; . 

 

Пример 1. Найти образ множества  0;2А  при отображе-

нии 13)( 3  xxAf . 

x 

fнаиб 

fнаим 

y 

а b 

x 

y 

2 

0 1 
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Найдем критические точки на экстремум, для чего найдем 

производную. 

  01333 22  xxf . Отсюда 11 x , 12 x  (не принад-

лежит заданному промежутку). 

Найдем значения на границах: 

  наимff  11682 ; 

  10 f ;   наибff  31311 . 

Тогда образ    3;1Af . 
 

Пример 2. Найти образ множества  2;0А  при отображении 

13)( 3  xxAf . 

Функция имеет в заданном промежутке критическую точку на 

экстремум 1x . 

Найдем значения функции на концах отрезка и в критической 

точке: 

  наибff  31682 ;   10 f ;   наимff  11311 . 

Тогда  образ    3;1Af . 
 

Пример 3. Найти образ множества  1;0А  при отображении 

xAf ln)(  . 

На промежутке  1;0  функция xy ln  непрерывна и не имеет 

экстремумов. 

В левой границе промежутка функция не определена, найдем 

ее предел: 




x
x

lnlim
00

;   

В правой границе найдем значение: 01ln)1( f . 

Тогда образ    1;Af . 
 

Пример 4. Найти образ множества  1;0А  при отображении 

 xAf  ctg)( . 

На указанном интервале функция  xy  ctg  непрерывна и не 

имеет экстремумов. При 0x  имеем, что   xctg , а при 

1x    xctg . То есть имеем пределы: 

  


xctg
x 00
lim ;   


x

x
ctglim

01
. 

Тогда образ     ;Af . 
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Раздел 11. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ 
 

Теоретический материал следует изучить в [5, 6, 10]. 
 

ЗАДАЧА 11.1. Вычислить приближенно определенный инте-

грал по формулам прямоугольников, трапеций и Симпсона. 

Вычислить точное значение интеграла. Найти погрешности 

вычисления интеграла по приближенным формулам численного ин-

тегрирования. 
 

Требуется приближенно вычислить определенный интеграл 


b

a

dxxy )( по формулам численного интегрирования. 

Разбиваем отрезок интегрирования [a; b] на n интервалов дли-

ной 
n

ab
h


 . Границы интервалов находятся в следующих точках: 

.;2;; 210 nhaxhaxhaxax n    Вычисляем значения 

интегрируемой функции в этих точках: 

).();();();( 221100 nn xyyxyyxyyxyy     

Вычисляем интеграл по формулам численного интегрирова-

ния. 

1. Формула прямоугольников 

а) слева: )()( 1210
л
пр  n

b

a

yyyyhIdxxy  , 

б) справа: )()( 321
п
пр n

b

a

yyyyhIdxxy  . 

 

2. Формула трапеций 

)
2

()( 121
0

тр 


 n
n

b

a

yyy
yy

hIdxxy  . 

 

3. Формула Симпсона  

(число интервалов разбиения четное )2kn   

)].(2

)(4[
6

)(

2242

123120









k

kkC

b

a

yyy

yyyyy
h

Idxxy




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Точное значение интеграла вычисляем по формуле Ньютона-

Лейбница: 

).()()( aFbFdxxyI
b

a

  

Погрешности вычисленных значений интеграла I


 по форму-

лам численного интегрирования в сравнении с точным значением I 

найдем по формуле 

%.100



I

II


 

Пример 1. 
5

1

2 3
dx

x

x
, число интервалов разбиения n = 4. 

Разбиваем отрезок интегрирования [1; 5] на 4 интервала дли-

ной 1
4

15



h . Границы интервалов находятся в следующих точ-

ках: .5;4;3;2;1 43210  xxxxx   

Вычисляем значения интегрируемой функции 
x

x
y

32 
  в 

этих точках:  

4
1

31
1

2

00 


 yx ;           5,3
2

32
2

2

11 


 yx ; 

4
3

33
3

2

22 


 yx ;           75,4
4

34
4

2

33 


 yx ;  

6,5
5

35
5

2

44 


 yx .  

Вычисляем интеграл по формулам численного интегрирова-

ния. 

1. Формула прямоугольников 

а) слева: 
5

1

2 3
dx

x

x
.25,16)75,445,34(1л

пр  I  

б) справа: 
5

1

2 3
dx

x

x
.85,17)6,575,445,3(1п

пр  I  
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2. Формула трапеций 


5

1

2 3
dx

x

x
.05,1775,445,3

2

6,54
1тр 











 I  

 

3. Формула Симпсона  


5

1

2 3
dx

x

x
   .87,164275,45,346,54

3

1
 CI  

 

Вычисляем точное значение интеграла по формуле Ньютона-

Лейбница. 

.83,161ln3
2

1
5ln3

2

25

ln3
2

33
5

1

25

1

5

1

2


































  











 x

x
dx

x
xdx

x

x
I

 

Вычисляем погрешности вычисленных приближенных значе-

ний интеграла по формулам численного интегрирования: 

Погрешность вычисления интеграла по формуле прямоуголь-

ников слева: 

%.4,3%100
83,16

25,1683,16
%100

л
пр








I

IIл
пр  

 

Погрешность вычисления интеграла по формуле прямоуголь-

ников справа: 

%.1,6%100
83,16

85,1783,16
%100

п
пр








I

IIп
пр  

 

Погрешность вычисления интеграла по формуле трапеций: 

%.3,1%100
83,16

05,1783,16
%100

тр








I

II
тр  

 

Погрешность вычисления интеграла по формуле Симпсона: 

%.2,0%100
83,16

87,1683,16
%100 







I

II С
С  

Наиболее точной формулой приближенного вычисления инте-

гралов является формула Симпсона. 
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ЗАДАЧА 11.2. Найти частное решение дифференциального 

уравнения  в степенных рядах до х
3
 включительно.  

 

Дано дифференциальное уравнение ),( yxfy   с начальным 

условием .)( 00 yxy   

Приближенное решение дифференциального уравнения нахо-

дится по формуле Тейлора: 

.)(
!3

)(
)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()( 3

0
02

0
0

0
0

0 xx
xy

xx
xy

xx
xy

xyxy 








  

Для нахождения решения нужно в формулу Тейлора подста-

вить значения: ).();();();( 0000 xyxyxyxy   

Пример 1. 1)0(;23 2  yxyy . 

Здесь 00 x , а 10 y . 

Приближенное решение дифференциального уравнения 

найдем по формуле Тейлора как 

 32 )0(
!3

)0(
)0(

!2

)0(
)0(

!1

)0(
)0()( 








 x

y
x

y
x

y
yxy . 

Значение 1)0( y  задано. Найдем значения первой, второй и 

третьей производных в заданной точке 00 x . 

По заданному уравнению 223 xyy   вычисляем значение 

30213)0( 2 y . 

Найдем вторую производную, для чего дифференцируем ле-

вую и правую части уравнения 223 xyy  . 

.43)23()( 2 xyyxyy   

Вычисляем значение второй производной: 

90433)0( y . 

Найдем третью производную, для чего дифференцируем левую 

и правую части уравнения .43 xyy    

.)43()(  xyy  Получаем уравнение: .43  yy  

Вычисляем значение третьей производной: 

31493)0( y . 

Подставляем значения производных в формулу Тейлора, полу-

чаем приближенное решение дифференциального уравнения. 

32

6

31

2

9
31)( xxxxy  . 
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Пример 2. 0)1(;22  yxyyy . 

Здесь 10 x , а 00 y . 

Приближенное решение дифференциального уравнения нахо-

дится по формуле Тейлора как  

32 )1(
!3

)1(
)1(

!2

)1(
)1(

!1

)1(
)1()( 








 x

y
x

y
x

y
yxy . 

Значение 0)1( y  задано. Найдем значения первой, второй и 

третьей производных в заданной точке 10 x . 

По заданному уравнению 22  xyyy  вычисляем значение 

первой производной: 22010)1( 2 y . 

Найдем вторую производную, для чего дифференцируем ле-

вую и правую части уравнения .22  xyyy  

 )2()( 2 xyyy ).1(2 yxyyyy   

Вычисляем значение второй производной:  
.2)2101(202)0( y  

Найдем третью производную, для чего дифференцируем левую 

и правую части уравнения ).1(2 yxyyyy   

.))1(2()(  yxyyyy   

Получаем уравнение: ).1()(2 yxyyyyyyy   

Вычисляем значение третьей производной 
.6))2(122())2(022(2)0( y  

Подставляем значения производных в формулу Тейлора, полу-

чаем приближенное решение дифференциального уравнения.  

.)1()1()1(2)1(
6

6
)1(

2

2
)1(2)( 3232 


 xxxxxxxy

 

 
Раздел 12. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

 

Теоретический материал следует изучить в [5, 11]. 
 

ЗАДАЧА 12.1. Найти вероятности событий, используя класси-

ческое определение вероятности и формулы комбинаторики.  
 

Вероятностью P(A) события А называют отношение числа 

благоприятствующих этому событию исходов  Am  к общему числу 
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n всех равновозможных несовместных элементарных исходов, обра-

зующих полную группу: 

 
n

Am
AP )( , 

Возможные значения вероятности принадлежат промежутку 

[0; 1]. 

Вероятность невозможного события рана 0. 

Вероятность достоверного события равна 1. 

Пример 1. 

Экзамен по математике сдавали 20 студентов, из них сдали 15 

человек. Найти вероятности событий: а) случайно выбранный сту-

дент сдал экзамен; б) случайно выбранный студент не сдал экзамен. 

Решение. 

а) Обозначим: событие А – студент сдал экзамен. Общее число 

исходов 20n , число благоприятных исходов   15Am . Тогда ве-

роятность того, что студент сдал экзамен 
 

750
20

15
,

n

Am
)A(P  . 

б) Событие «студент не сдал экзамен» обозначим – А  (не А). 

Общее число исходов также 20n , число не сдавших студен-

тов   5Am . Тогда вероятность 250
20

5
,)A(P  . 

В данном случае события: «студент сдал экзамен» (А) и «сту-

дент не сдал экзамен» ( А ) являются противоположными, сумма их 

вероятностей равна 1. 

    1 APAP , откуда    APAP 1 . 

В некоторых задачах при расчете числа исходов следует при-

менять формулы комбинаторики. 

Выбор вида комбинаций элементов удобно проводить по блок-

схеме (рис. 12.1). 

При использовании формул следует учитывать: 1!0  , 1!1  , 

221!2  , 6321!3   и т. д. 

Рассмотрим применение этих формул на следующем примере. 
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Рис. 12.1. 

Пример 2.  
Имеется четыре тома книг с номерами 1, 2, 3, 4. Сколькими 

способами можно: 

1) расставить книги на полке; 

2) выбрать из них любые два тома; 

3) выбрать и расставить на полке два тома? 

Решение. 

1) В первом случае переставляем разными способами все кни-

ги, то есть в комбинацию входят все элементы – 4 книги. При этом 

на первое место можно поставить любой из четырех элементов 

(книг), на второе – любой из оставшихся трех элементов, на третье – 

из двух, на четвертое – остается один элемент. Таким образом, чис-

ло способов расстановки книг на полке равно 24!41234   – 

числу перестановок из всех четырех имеющихся элементов 

( !44 Р ). 

2) Во втором случае, выбираем две книги из четырех, имеем 

дело с комбинациями, в которые входят не все элементы из четы-

рех, а только два элемента. Эти комбинации отличаются друг от 

друга хотя бы одним элементом, причем порядок расстановки эле-

Комбинации из n 

элементов по k 

Все ли элементы  

входят? 

Важен ли порядок 

элементов? 

Перестановки 

    123...21

!





nnn

nPn

 

 

Размещения 

 !
!

kn

n
Ak

n


  

Сочетания 

 !!

!

knk

n
Ck

n


  

Да 

Нет 

Да Нет 
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ментов в комбинации  не важен. Число таких комбинаций опреде-

ляется как число сочетаний из четырех элементов по два: 

 
6

2121

4321

2!2!

4!

!24!2

!42
4











C . 

3) В третьем случае при расстановке трех книг на полке выби-

раем из четырех элементов по два элемента, но учитываем порядок 

этих выбранных элементов. Число комбинаций, отличающихся ли-

бо элементом, либо их порядком – это есть число размещений из 

четырех элементов по два: 

 
12

21

4321

! 24

4!2
4








A . 

 

Пример 3. 

Имеются три разрезные буквы: М, Л, Е. Буквы перемешивают-

ся, и случайным образом составляется слово. Найти вероятность, 

что получено слово «МЕЛ». 

Решение. 

Найдем общее число исходов n. Три имеющиеся буквы пере-

ставляются, число комбинаций равно числу перестановок: 

6321!33  Pn . 

Благоприятный исход – получить заданное слово – один. То 

есть 1m . 

Искомая вероятность 
6

1


n

m
P . 

 

Пример 4. 

Из разрезных букв сложено слово «ЗАВОД». Из них наугад 

выбирается четыре буквы и составляется слово. Найти вероятность, 

что получено слово «ВОДА». 

Решение. 

Найдем общее число исходов n. Из имеющихся пяти букв вы-

бираем четыре, причем их порядок имеет значение. Число исходов 

найдем как число размещений 

 
120

1

54321

!45

5!4
5 





 An . 

Благоприятный исход – получить заданное слово – один. То 

есть 1m . 
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Искомая вероятность 
120

1


n

m
P . 

 

Пример 5. 

В урне 3 белых и 4 черных шара, наугад достают 3 шара. 

Найти вероятности следующих событий: 

1) А – все шары белые; 

2) В – все шары черные; 

3) С – все одного цвета; 

4) D – есть ровно один белый шар, остальные – другого цвета; 

5) Е – есть ровно два белых шара; 

6) G – есть хотя бы два белых шара; 

7) F – нет черного шара. 

Решение. 

Найдем общее число исходов. Вынимаем 3 шара из 7, порядок 

не имеет значения, используем формулу для подсчета сочетаний: 

 
35

321

765

4!3!

7!

!37!3

7!3
7 










Cn . 

Найдем благоприятные исходы для каждого события и их ве-

роятности. 
 

1) А – все шары белые, то есть достают 3 белых шара из име-

ющихся трех белых: 

  13
3
CAm ,    

 
35

1


n

Am
AP . 

 

2) В – все шары черные, то есть достают 3 черных шара из 

имеющихся 4-х: 

  4
1!3!

4!3
4




CBm ,  
 

35

4


n

Bm
BP . 

 

3) С – все одного цвета, то есть или все белые, или все черные. 

Достают три белых шара из трех или три черных шара из четырех,  

  5413
4

3
3

 СCСm ,  
 

35

5


n

Сm
СP . 

 

4) D – есть ровно один белый шар, остальные (два) – другого 

цвета. В этом случае достают один белый шар из трех белых и два 

черных из четырех черных. 

  1863
2!2!

4!

2!1!

3!2
4

1
3







 CCDm ,  
 

35

18


n

Dm
DP . 
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5) Е – есть ровно два белых шара. В этом случае достают два 

белых шара из имеющихся трех белых и один черный шар из четы-

рех черных. 

  1243
3!1!

4!

!12!

3!1
4

2
3







 CCЕm ,  
 

35

12


n

Еm
ЕP . 

 

6) G – есть хотя бы два белых шара означает, что есть два бе-

лых шара или больше. В данном случае есть два белых шара и один 

черный или есть три белых шара. 

  131121431
3!1!

4!

!12!

3!3
3

1
4

2
3







 CCCGm ,  

 
 

35

13


n

Gm
GP . 

 

7) F – нет черного шара, то есть достают три шара из не чер-

ных шаров, которых три штуки. 

  13
3
CFm ,  

 
35

1


n

Fm
FP . 

 

ЗАДАЧА 12.2. Составить ряд распределения дискретной слу-

чайной величины, найти ее математическое ожидание и дисперсию. 
 

Предварительно рассмотрим вероятность суммы и произведе-

ния событий. 

Суммой двух событий А и В называется событие С, которое за-

ключается в том, что произошло или событие А, или событие В, или 

оба эти события вместе. При этом вероятность суммы несовмест-

ных событий равна сумме вероятностей этих событий: 

       ВРАРВАРСР  . 

Это положение иллюстрируется следующей ситуацией. Сту-

дент сдает экзамен на оценку «удовлетворительно» с вероятностью 

0,5; на оценку «хорошо» с вероятностью 0,3; на оценку «отлично» с 

вероятностью 0,2. Какова вероятность того, что он сдаст экзамен на 

«хорошо» или «отлично»? Здесь – событие А – получил «хорошо», а 

событие В – получил «отлично», и эти события не могут произойти 

одновременно, то есть они несовместны. Событие С – получил или 

«хорошо», или «отлично» является суммой событий А и В. Поэтому 

вероятность этого события  

        .,,,ВРАРВАРСР 502030   
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Произведением двух событий А и В называется событие С, ко-

торое заключается в том, что произошло и событие А, и событие В, 

то есть оба эти события произошли вместе. Если события происхо-

дят независимо друг от друга, то вероятность их произведения рав-

на произведению вероятностей 

       ВРАРВАРСР  . 

Например, известно, что студент получит зачет по математике 

с вероятностью 0,6, а зачет по иностранному языку с вероятностью 

0,7. Найти вероятность того, что он получит оба зачета. Здесь собы-

тие А – студент получит зачет по математике, событие В – получит 

зачет по иностранному языку, и эти события независимые. Тогда 

событие С, которое заключается в том, что студент получит и пер-

вый зачет, и второй, есть ВАС  . Вероятность этого события 

  .,,,СР 4207060    

Случайной величиной называется величина, которая в результате 

опыта может принять то или иное (но только одно) числовое значе-

ние, причем заранее, до опыта, не известно, какое именно. 

Случайные величины обозначаются заглавными буквами конца 

латинского алфавита, – X, Y. 

Дискретной, называют случайную величину, число значений 

которой конечно или счётно. 

Например, дискретная случайная величина X – оценка на экза-

мене, может принимать значения 2, 3, 4, 5. Допустим, что вероят-

ность получить «2» –   202 ,XP  , вероятность получить «3» – 

  4,03 XP ,   3,04 XP ,   105 ,XP  . 

Рядом распределения дискретной случайной величины можно 

представить в виде таблицы, в которую записываются все возмож-

ные значения случайной величины и соответствующие им вероят-

ности.  

ix  2 3 4 5 

ip  0,2 0,4 0,3 0,1 

Очевидно, что сумма вероятностей  1ip . 

Основными числовыми характеристиками случайной величи-

ны являются: математическое ожидание, дисперсия и среднее квад-

ратическое отклонение. 

Математическое ожидание равно среднему значению слу-

чайной величины, находится по формуле 
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    nni px...pxpxpxXM 22111 . 

Имеем:   33105304403202 ,,,,,XM   балла. 

Дисперсия служит для оценки разброса значений случайной 

величины относительно среднего значения, находится по формуле: 

      22 xMpxXD ii . 

  81033105304403202 22222 ,,,,,,XD  . 

Среднее квадратическое отклонение показывает, насколько в 

среднем отклоняются значения случайной величины от их среднего 

значения, находится по формуле    XDX  , имеет размерность 

случайной величины. 

Имеем:   90810 ,,X   балла. 
 

Пример 1. 

Рабочий обслуживает два станка. В течение смены первый 

станок потребует внимания рабочего с вероятностью 0,2, второй – с 

вероятностью 0,3. Составить ряд распределения числа станков, по-

требовавших внимания рабочего в течение смены. Вычислить его 

числовые характеристики. 

Решение.  

Дискретная случайная величина Х – число станков, потребо-

вавших внимания рабочего, может принимать значения 0, 1, 2.  

Обозначим событие iА  – внимание потребовал i-й станок, то-

гда, iÀ  – i-й станок не потребовал внимания рабочего. Итак, 

  201 ,АР  ,   ;8,01)( 11  АРAP   

  302 ,АР  ;   7,01)( 22  АРAP . 

Найдем вероятность того, что случайная величина Х примет 

возможные значения 0, 1, 2. 

0X : (и первый станок не потребовал внимания, и второй не 

потребовал) 21 АА  . 

.56,07,08,0)()()()0( 1121  APAPAAPXP  

1X : (первый потребовал и второй не потребовал, или 

наоборот) 2121 AAAA  . 

.,,,,,,,

)A(P)A(P)A(P)A(P)X(P

38024014030807020

1 2121




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2X : (и первый потребовал внимания, и второй) 21 АА  . 

.06,03,02,0)()()2( 21  APAPXP  

Составим ряд распределения: 

 

ix  0 1 2 

ip  0,56 0,38 0,06 

Контроль: .106,038,056,0
3

1


i

ip  

Вычислим числовые характеристики. 

Математическое ожидание 

.,,,,px)Х(М
n

i
ii 50060238015600

1

 


 

Дисперсия 

     .,,,,,XMpxXD ii 37050060238015600 222222 
 

Среднее квадратическое отклонение 

.61,037,0)()(  ХDX   
 

Пример 2. 

Студент сдает три экзамена в сессию. Вероятность сдать мате-

матику равна 0,8; вероятность сдать физику – 0,7; вероятность сдать 

историю –0,9. Случайная величина X – число сданных в сессию эк-

заменов. Составить ряд распределения, найти числовые характери-

стики. 

Решение. 

Случайная величина может принимать значения X = 0, 1, 2, 3. 

Обозначим события: 1А  – сдал математику (М), 2А  – сдал фи-

зику (Ф), 3А  – сдал историю (И). Соответственно имеем: 1А  – не 

сдал математику, 2А  – не сдал физику, 3А  – не сдал историю. 

Вероятности этих событий: 

  801 ,АР  ,   208011 ,,АР  , 

  702 ,АР  ,   307012 ,,АР  , 

  903 ,АР  ,   109013 ,,АР  . 

Найдем вероятности. 
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0X : (ничего не сдал, то есть, не сдал М и не сдал Ф и не 

сдал И) 321 ААА  . 

  00601030200 ,,,,XР  . 
 

1X : (сдал один экзамен, то есть,  

сдал М и не сдал Ф и не сдал И,  

или не сдал М и сдал Ф и не сдал И,  

или не сдал М и не сдал Ф и сдал И) 

321321321 ААААААААА   

  09209030201070201030801 ,,,,,,,,,,XР  . 
 

2X : (сдал два экзамена, то есть  

сдал М и сдал Ф и не сдал И,  

или  сдал М и не сдал Ф и сдал И,  

или не сдал М и сдал Ф и сдал И). 

321321321 ААААААААА  . 

  39809070209030801070802 ,,,,,,,,,,XР  . 
 

3X : (все сдал, то есть, сдал М и сдал Ф и сдал И) 321 ААА  . 

  50409070803 ,,,,XР  . 

Составим ряд распределения: 
 

ix  0 1 2 3 

ip  0,006 0,092 0,398 0,504 

Контроль: .,,,,p
i

i 15040398009200060
3

1




 

Вычислим числовые характеристики. 

Математическое ожидание 

.,,,,,px)Х(М
n

i
ii 4250403398020920100600

1

 


 

Дисперсия 

    

.,,,,,,

XMpxXD ii

4604250403398020920100600 22222

22




 

Среднее квадратическое отклонение 

.,,)Х(D)X( 680460   
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Пример 3. Выпускник вуза хочет устроиться на работу на од-

но из 3 предприятий. Вероятность трудоустройства на каждое из 

них равна 0,6. Случайная величина X – число предприятий, которое 

посетил студент, причем, если студента взяли на работу на одном 

предприятии, на другое он уже не идет. Составить закон распреде-

ления случайной величины X. 

Решение.  

Случайная величина Х может принимать значения 3 2, 1, X . 

Пусть событие А – студента взяли на работу, A  – не взяли (проти-

воположное событие). 

Вычислим вероятность значений случайной величины: 

1 X  – студента взяло на работу первое предприятие. 

6,0)()1(  ÀPXP . 

2 X  – на первом предприятии отказали и взяли на втором. 

.,,,)АA(P)X(P 24060402   

3 X  – на первом предприятии отказали, и на втором отказа-

ли, и взяли на  третьем; или на всех трех отказали. 

.,,,,,,,)АAAАAA(P)X(P 1604040406040403   

Ряд распределения: 

ix  1 2 3 

ip  0,6 0,24 0,16 

Контроль: .116,024,06,0
3

1


i

ip  

Математическое ожидание 

.,,,,px)Х(М
n

i
ii 56116032402601

1

 


 

Дисперсия 

    

.,,,,,

XMpxXD ii

5664056116032402601 2222

22




 

Среднее квадратическое отклонение 

.,,)Х(D)X( 75056640   

 

ЗАДАЧА 12.3. Нормальное распределение. 
 

Нормальное распределение является важным примером рас-
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пределения непрерывных случайных величин.  

Непрерывной называется случайная величина, имеющая не-

прерывную область значений (интервал). 

Функция распределения случайной величины определяется как 
).()( xXPxF   

Плотность вероятности непрерывной случайной величины 

является производной функции распределения ).()( xFxf   

Плотность вероятности нормального закона распределения 

,
2

1
)(

22

2)(





ax

exf




  где а – математическое ожидание случайной 

величины,   – среднее квадратическое отклонение. 
 

Пример. 

Изготавливаемые цехом детали по длине распределяются по 

нормальному закону со средним значением 20а  см и дисперсией 

2,02   см
2
. Записать плотность распределения случайной величи-

ны Х (длина детали). Определить вероятность того, что длина 

наудачу взятой детали: а) будет заключена в пределах от 

7,191 x  см до 5202 ,x   см; б) превысит 3,203 x  см. 

Решение.  

Так среднее значение (математическое ожидание) длины дета-

ли 20а , дисперсия 2,02  , среднее квадратическое отклонение 

45,02,02  , то искомая плотность вероятности имеет 

вид: 

.
245,0

1
)( 4,0

)20( 2





x

exf  

 

а) Вероятность того, что случайная величина примет значение 

 X  находится по формуле 




























a
Ф

a
ФXP )( , 

где значения Ф определяются через функцию Лапласа 





х

t

dtехФ
0

2

2

2

1
)(  по прил. 1. 
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Вероятность того, что случайная величина – длина детали  

примет значение в пределах промежутка от 19,7 до 20,3,  равна 

0,6151.ФФ

ФФXP










 








 


2486,03665,0)67,0()11,1(

45,0

207,19

45,0

205,20
)5,207,19(

 

 

б) Аналогично рассматривается вероятность превышения дли-

ны детали 20,3 см. 

 

0,251.ФФ

ФФXPXP










 








 


249,05,0)67,0()(

45,0

203,20

45,0

20
3,20)3,20(

 

 

Раздел 13. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 
 

Теоретический материал следует изучить в [5, 11]. 
 

Для изучения случайной величины (оценки числовых характе-

ристик, установления закона распределения и т. д.) проводятся ис-

пытания, в результате которых наблюдаются или измеряются зна-

чения случайной величины nxxX ...,,: 1 . Полученные значения 

называются выборкой объема n. Объем выборки меньше или равен 

объему генеральной совокупности, в которую входят все возмож-

ные значения случайной величины. 

 

ЗАДАЧА 13.1. Найти выборочные оценки: среднее значение, 

дисперсию и среднее квадратическое отклонение.  
 

Пример 1. 

X – зарплата работников, 25,20,12,10X  тыс. руб. 

Решение.  

Выборка несгруппированная, найдем требуемые характери-

стики по следующим формулам. 

Среднее значение 
n

x
x i
 , где n – число наблюдений. 

Средняя зарплата 7516
4

25201210
,x 


  тыс. руб. 
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Дисперсия выборки 
 







n

xx
S i

x

2
2  

       
.69,36

4

75,162575,162075,161275,1610
2222




  

Среднее квадратическое отклонение  

06,669,362  xx SS  тыс. руб.  

 

Пример 2. Три работника получают по 10 тыс. руб., пять ра-

ботников – по 15 тыс. руб., два – по 30 тыс. руб. 

Решение. 

Выборка сгруппированная, найдем требуемые характеристики 

по следующим формулам.  

Среднее значение 
n

mx
x ii 
 , где n – общее число наблюде-

ний; ix .– значение величины; im  – частота, которая показывает, 

сколько раз появилось значение ix . 

Составим таблицу 

ix  10 15 30 

im  3 6 2 
 

Средняя зарплата 36,16
263

230615310





x  тыс. руб. 

Дисперсия выборки 
 







n

mxx
S ii

x

2
2  

     
.87,45

11

236,1630536,1615336,1610
222




  

Среднее квадратическое отклонение  

77,687,452  xx SS  тыс. руб.  
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ЗАДАЧА 13.2. Найти уравнение парной линейной регрессии, 

коэффициент корреляции, проверить его значимость. 
 

Произведены измерения двух случайных величин X и Y 

(например, Х – стаж работы работника, лет; Y – заработная плата, 

тыс. руб.). 

Данные приведены в табл. 13.1. 

Таблица 13.1 

x 1 3 4 6 10 

y 5 10 12 15 20 
 

Решение. 

Построим диаграмму рассеивания, отложим точки на коорди-

натной плоскости. Облако точек вытянуто вдоль прямой линии, 

уравнение которой нужно найти. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Уравнение линейной парной регрессии (прямой) имеет вид 

bxy  . 

Коэффициенты уравнения  рассчитываются по формулам 

 22 xx

yxxy




 ,                  xyb  , 

где x , y , xy , 2x  – средние значения для x, y, xy; 2x . 

Найдем составляющие для вычисления коэффициентов регрес-

сии, для чего заполним табл. 13.2. 

 

 

 
 

0

5

10

15

20

25

0 2 4 6 8 10 X

Y
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0

5

10

15

20

25

0 2 4 6 8 10 X

Y

Таблица 13.2 

x y 2x
 xy 

2y  

1 5 1 5 25 

3 10 9 30 100 

4 12 16 48 144 

6 15 36 90 225 

10 20 100 200 400 

x 4,8 y 12,4 2x 32,4  yx 74,6 2y 178,8 
 

Найдем коэффициенты уравнения: 

   
611

84432

41284674

222
,

,,

,,,

xx

yxxy










 , 

67484611412 ,,,,xyb  . 

Уравнение регрессии: 674611 ,x,y  . 

Построим линию регрессии на поле корреляции по двум точ-

кам. 

Зададим: 01 x , 67,467,4061,11 y , 

102 x , 7720674106112 ,,,y  . 

Отложим эти точки на диаграмме рассеивания и соединим. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Линия прошла вдоль облака точек, уравнение регрессии 

найдено верно.  

Найдем выборочный коэффициент корреляции: 

y

x
в

S

S
r    11  вr , 

где yx SS   ,  – выборочные средние квадратические отклонения X и Y, 
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найдем по формулам:  22 xxSx  ,  22 yyS y  . 

;06,38,44,32 222  xxSx  

.00,54,128,178 222  yySy   

Тогда 985,0
00,5

06,3
61,1 вr . 

Проверим значимость выборочного коэффициента корреляции 

и полученного уравнения регрессии. Для этого рассчитаем значение 

Т-критерия: 

2

1 2




 n

r

r
Т

в

в
набл . 

Это значение сравним с критическим значением  k;ТТкр    , 

которое найдем по прил. 2. Здесь 05,0  – уровень значимости; k – 

число степеней свободы, 2 nk , n – число пар значений X и Y 

(точек). 

Если критнабл ТТ  , то коэффициент корреляции не равен ну-

лю, связь между X и Y существует, уравнение регрессии значимо.  

Если критнабл ТТ  , то коэффициент корреляции равен нулю, 

связи между X и Y не существует, уравнение регрессии не значимо. 

В задаче: 85,925
985,01

985,0

2



наблТ ,  

325 k , тогда 183,Tкрит   (прил. 2).  

Так как критнабл TT  , то коэффициент корреляции не равен 

нулю, связь между X и Y существует, уравнение регрессии значимо.  

 

ЗАДАЧА 13.3. Проверка статистических гипотез.  
 

При решении задач на проверку статистических гипотез сле-

дует пользоваться прил. 3. В нем используются следующие обозна-

чения: 

   yMxM   ,  – математические ожидания (средние значения) слу-

чайных величин x и y в генеральной совокупности; 

   , yx  средние выборочные значения случайных величин x и y; 
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   , yx nn  объемы соответствующих выборок; 

       yyD  xxD 22 ,   – дисперсии генеральных совокупностей 

соответствующих случайных величин; 

   , 22
yx SS  исправленные выборочные дисперсии, вычисленные по 

формулам   



22

1

1
xx

n
S i

x
x ,  22

1

1
 


 yy

n
S i

y
y . 

 

Пример 1. Имеется две сети магазинов. Случайные величины 

x и y – прибыль, которую приносит отдельный магазин соответ-

ственно первой и второй сети. Предполагается, что случайные ве-

личины x и y распределены нормально. В первую сеть входит 10 ма-

газинов, средняя прибыль составляет 23,1 млн. руб. за период вре-

мени, исправленная дисперсия равна 1,65 млн. руб.
2
. Во вторую сеть 

входит 12 магазинов, средняя прибыль составляет 21,6 млн. руб. за 

такой же период, исправленная дисперсия равна 1,47 млн. руб.
2
.  

При уровне значимости 05,0  проверить, значимо ли отли-

чаются прибыли обеих сетей. Другими словами: проверить нулевую 

гипотезу, что средняя прибыль магазинов обеих сетей одинакова, 

при конкурирующей гипотезе, что прибыль первой сети не равна 

прибыли второй. 

Решение. Имеем: 10xn , 1,23x , 65,12 xS ; 12yn , 6,21y ; 

47,12 yS . При уровне значимости 05,0  проверить нулевую ги-

потезу H0:    yMxM   при конкурирующей гипотезе H1: 

   yMxM  .  

Первоначально проверим гипотезу о равенстве генеральных 

дисперсий Н0:      yDxD  .  

Конкурирующая гипотеза Н1:      yDхD  , так как 22
yх SS  . 

Используем критерий Фишера-Снедекора (прил. 3). Найдем наблF  

как отношение большей исправленной выборочной дисперсии 
2
xS  к 

меньшей 2
yS : 

12,1
47,1

65,1
наблF . 

Сравним найденное значение наблF  с критическим значением 
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крF , взятым из таблицы «Критические точки распределения F» 

(прил. 4). Для этого найдем: k1 – число степеней свободы для 

наблюдений с большей дисперсией; k2 – число степеней свободы 

для наблюдений с меньшей дисперсией. Так как 22
yx SS  , то число 

степеней свободы для дисперсий: ,911011  xnk  

1111212  ynk , где xn  и yn – объемы выборок. По заданным 

05,0 , 91 k  и 112 k  определяем ,92крF .  

Так как 12,1наблF  меньше ,92крF , то гипотезу о равенстве 

генеральных дисперсий принимаем. 

Для проверки гипотезы о равенстве средних значений, если 

гипотеза о равенстве генеральных дисперсиях принимается, исполь-

зуем t-критерий Стьюдента.   

Вычислим наблюдаемое значение критерия по формуле 

 
11

yx
p

набл

nn
S

yx
T




 , где 

2

)1()1( 22
2






yx

yyxx
p

nn

SnSn
S . 

Найдем 

551,1
21210

47,1)112(65,1)110(2 



pS . 

Тогда  .81,2

12

1

10

1
551,1

6,211,23





наблТ  

Число степеней свободы 20212102  yx nnk . 

По таблице «Критические точки распределения Стьюдента» 

(двусторонняя критическая область) [прил. 2] для 20k  находим 

.09,2крT  Так как крнабл TT  , нулевая гипотеза о равенстве сред-

них отвергается, выборочные средние отличаются значимо, прибы-

ли двух сетей магазинов не равны. Видимо есть причины, опреде-

ляющие это различие. 
 

Пример 2.  
Имеется два пакета акций, в первом пакете – акции 13 пред-

приятий, во втором – акции 16 предприятий. За некоторый период 

времени для каждого пакета рассчитана средняя прибыль и исправ-

ленная дисперсия, которые соответственно равны ,34,0x  
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03,02 xS , 47,0y , 09,02 yS . Известно, что случайные величины x 

и y – прибыль предприятий, распределены нормально. Проверить 

гипотезу о том, что оба пакета акций имеют одинаковую прибыль 

при уровне значимости  = 0,05. 

Решение. Выдвигаем основную гипотезу Н0: для генеральных 

совокупностей средняя прибыль равна, то есть    yMxM   при 

конкурирующей гипотезе Н1:    yMxM  . 

Сначала проверим нулевую гипотезу о равенстве генеральных 

дисперсий Н0:      yDxD   при конкурирующей гипотезе 

Н1:      xDyD  , так как 22
xy SS  . Используем критерий Фишера-

Снедекора (прил. 3). Найдем наблF  как отношение большей исправ-

ленной выборочной дисперсии 2
yS  к меньшей 2

xS : 

0,3
03,0

09,0
наблF . 

Сравним найденное значение наблF  с критическим значением 

крF , взятым из таблицы «Критические точки распределения F» 

(прил. 4). Для этого найдем: k1 – число степеней свободы для 

наблюдений с большей дисперсией; k2 – число степеней свободы 

для наблюдений с меньшей дисперсией. Так как 22
xy SS  , то число 

степеней свободы для дисперсий: ,1511611  ynk  

1211312  xnk , где xn  и yn – объемы выборок. По заданным 

05,0 , 151 k  и 122 k  определяем ,622крF .  

Так как 0,3наблF  больше ,622крF , то гипотезу о равенстве 

генеральных дисперсий отвергаем. 

Для проверки гипотезы о равенстве средних значений, если 

гипотеза о равенстве генеральных дисперсиях отвергается, исполь-

зуем t-критерий Стьюдента. Рассчитаем 

46,1

16

09,0

13

03,0

47,034,0

22












y

y

x

x

набл

n

S

n

S

yx
T . 

Найдем число степеней свободы и округлим до целого числа: 
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 

   
 

   
232

15

1609,0

12

1303,0

1609,01303,0
2

11

22

2

2222

222
















y

yy

x

xx

yyxx

n

nS

n

nS

nSnS
k . 

По таблице «Критические точки распределения Стьюдента» 

[прил. 2] определим     068,223  ;05,0 ;  кркр TkТ . Так как 

крнабл TT  , то нет оснований отвергнуть выдвинутую гипотезу о ра-

венстве средних, то есть средняя прибыль по двум пакетам акций 

одинакова, различие незначимо. 

 

ЗАДАЧИ ДЛЯ РЕШЕНИЯ 

 

ЗАДАЧА 1.1. Решить систему линейных алгебраических урав-

нений: а) по формулам Крамера; б) методом Гаусса. 
 

1.1.1. 














14

143

12

zx

zyx

zух

 1.1.6. 














234

123

3

zyx

zyx

ух

 

1.1.2. 














34

543

12

yx

zyx

zух

 1.1.7. 














4y34

43

02

zx

yx

zух

 

1.1.3. 














3334

33

0

zyx

yx

zух

 1.1.8. 














33

122

44

zy

zyx

ух

 

1.1.4. 














622

13

32

zyx

zyx

zух

 1.1.9. 














14

163

32

zx

zyx

zух

 

1.1.5. 














22

033

22

yx

zyx

zух

 1.1.10. 














134

1423

12

zyx

zyx

zух
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ЗАДАЧА 1.2. Выполнить операции с матрицами.  
 

1.2.1. 














25

41
A , 














627

341
B , 














21

53
С . 

Найти:  3В,  2А–3С,  ВА  

1.2.2. 







 


43

21
A , 














610

432
B , 














73

45
С . 

Найти:  –3В,   2А+4С,  ВС   

1.2.3. 














23

20
A , 














24

31
В , 














514

362
С . 

Найти: 5С,  2А–4В,  ВА  

1.2.4. 







 


20

31
A , 














36

24
В , 














621

053
С . 

Найти: –3С,  2В–3А,  СВ   

1.2.5. 














516

402
А ,  














64

32
В  , 














10

47
С . 

Найти:  –4А,  2В+3С,  АВ   

1.2.6. 














514

1103
А ,  














24

61
В  , 







 


52

34
С . 

Найти:  –5А,  2С–3В,  СВ   

1.2.7. 














314

152
А ,  














425

191
В  , 














62

34
С . 

Найти:  –4С,  2А–3В,  АС   

1.2.8. 














314

152
А ,  














425

191
В  , 














62

34
С . 

Найти:  –4С,  3В–2А,  ВС   

1.2.9. 










41

23
A , 














35

21
В , 














37

14
С . 

Найти: 3А,  2В–4С,  СА  

1.2.10. 







 


51

20
A , 














45

21
В , 












36

14
С . 

Найти: 4В,  3А+2С,  СВ   
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ЗАДАЧА 2.1. Задача с треугольником.  

Вершины треугольника находятся в заданных точках. Постро-

ить треугольник.  
 

2.1.1. 

     7;10,1 ;3,4;2   С  В А   

Найти: 1) длину АВ; 2) угол А; 3) уравнение прямой (АВ); 

4) уравнение высоты (СH); 5) уравнение медианы (АМ); 

6) координаты точки пересечения высоты и медианы; 

7) расстояние от точки С до (АВ); 8) площадь треугольника 

2.1.2. 

     8 6;,4 14;,23;   С   ВА   

Найти: 1) длину ВС, 2) угол В; 3) уравнение прямой (ВС); 

4) уравнение высоты (АH); 5) уравнение медианы (ВМ); 

6) координаты точки пересечения высоты и медианы; 

7) расстояние от точки А до (ВС); 8) площадь треугольника 

2.1.3. 

      3 11;   ,1 3;  ,7 1;  СВА  

Найти: 1) длину АС; 2) угол С; 3) уравнение прямой (АС); 

4) уравнение высоты (ВH); 5) уравнение медианы (АМ); 

6) координаты точки пересечения высоты и медианы; 

7) расстояние от точки В до (АС); 8) площадь треугольника 

2.1.4. 

     5 ;9  ,4 ;1  ,0 1; СВА   

Найти: 1) длину АВ; 2) угол В; 3) уравнение прямой (АВ); 

4) уравнение высоты (СH); 5) уравнение медианы (ВМ); 

6) координаты точки пересечения высоты и медианы; 

7) расстояние от точки С до (АВ); 8) площадь треугольника 

2.1.5. 

     7 3;  ,1 7;   ,2 1; СВА   

Найти: 1) длину ВС; 2) угол С; 3) уравнение прямой (ВС); 

4) уравнение высоты (АH); 5) уравнение медианы (СМ); 

6) координаты точки пересечения высоты и медианы; 

7) расстояние от точки А до (ВС); 8) площадь треугольника 

2.1.6. 

     1 6; ,6 1;  ,32 СВ; А   

Найти: 1) длину АС; 2) угол А; 3) уравнение прямой (АС); 

4) уравнение высоты (ВH); 5) уравнение медианы (СМ); 

6) координаты точки пересечения высоты и медианы; 

7) расстояние от точки В до (АС); 8) площадь треугольника 

2.1.7. 

     2 6;,6 6;  ,2 4; СВА   

Найти: 1) длину АВ; 2) угол А; 3) уравнение прямой (АВ); 4) 

уравнение высоты (СH); 5) уравнение медианы (ВМ); 

6) координаты точки пересечения высоты и медианы; 
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7) расстояние от точки С до (АВ); 8) площадь треугольника 

2.1.8. 

     10 1; ,3 7;   ,34; СВА   

Найти: 1) длину ВС; 2) угол В; 3) уравнение прямой (ВС); 

4) уравнение высоты (АH); 5) уравнение медианы (ВМ); 

6) координаты точки пересечения высоты и медианы; 

7) расстояние от точки А до (ВС); 8) площадь треугольника 

2.1.9. 

     8 3;   ,2 8;   ,4 4; СВА   

Найти: 1) длину АС; 2) угол С; 3) уравнение прямой (АС); 

4) уравнение высоты (ВH); 5) уравнение медианы (АМ); 

6) координаты точки пересечения высоты и медианы; 

7) расстояние от точки В до (АС); 8) площадь треугольника 

2.1.10. 

     7 7;  ,7 5;  ,3 3; СВА   

Найти: 1) длину АВ; 2) угол В; 3) уравнение прямой (АВ); 

4) уравнение высоты (СH); 5) уравнение медианы (АМ); 

6) координаты точки пересечения высоты и медианы; 

7) расстояние от точки С до (АВ); 8) площадь треугольника 

 

ЗАДАЧА 2.2. Привести уравнение кривой к каноническому 

виду и построить линию. 
 

2.2.1. 

а) 0522  xyx ,  

б) 05222  yyx ,  

в) 03222  yyx  

2.2.2. 

а) 0422  xyx ,  

б) 0522  xyx , 

в) 08222  xyx  

2.2.3. 

а) 0542  xyx , 

б) 05622  xyx ,  

в) 05622  xyx  

2.2.4. 

а) 01232  xyx , 

б) 0322 22  xyx ,  

в) 05422  xyx   
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2.2.5. 

а) 05222  xyx , 

б) 03222  xyx ,  

в) 0164 22  yx  

2.2.6. 

а) 0324 2  yyx ,  

б) 0164 22  yx ,  

в) 044 22  xyx  

2.2.7. 

а) 02232  xyx ,  

б) 0369)1(4 22  yx ,  

в) 0844 22  yyx  

2.2.8. 

а) 0642  yyx ,  

б) 0822 22  yyx ,  

в) 0209164 22  yxx  

2.2.9. 

а) 0842 2  xyx ,  

б) 044 22  yyx ,  

в) 0324 22  yyx  

2.2.10. 

а) 0422  yxx ,  

б) 0454549 22  yxx ,  

в) 044 22  yxx  

 

ЗАДАЧА 3.1. Построить график функции  xfy   путем пре-

образований. 

Указать область определения данной функции, интервалы воз-

растания и убывания, корни (нули), области положительности и от-

рицательности функции. 
 

3.2.1. а) 2333  xy  б)  2log2 3  xy   

3.2.2. а) 43
2

1 2  xy  б) 3
4

2
  




x
y  

3.2.3. а)   45log3 2  xy  б)  232  xy  
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3.2.4. 
а)  2log2

2

1  xy  
б) 

3

2










x
y  

3.2.5. а) 

4

2

1

2

1












x

y  
б)   432

2
 xy  

3.2.6. а)  3log4 2  xy  б)  325,0  xy  

3.2.7. а)  xy  3log2  б) 323  xy  

3.2.8. а) 33
2

1
2  xy  б) 3 32  xy  

3.2.9. а) 

4

2

1
3













x

y  
б)   42

2
 xy  

3.2.10. а)   23 
2
 xy  б)  3log2 

3

1  xy  

 

ЗАДАЧА 3.2. Найти пределы указанных функций. 
 

3.1.1. а) ,
164

107
lim

2

2

2
 

x

xx

x 




 б) 

2092

107
lim

2

2





 xx

xx

x
 

3.1.2. а) ,
9

682
lim

2

2

3
 

x

xx

x 




 б) 

9

5
lim

2

3





 x

xx

x
 

3.1.3. а) ,
1

682
lim

3

2

1
 

x

xx

x 




 б)  

xx

x

x 





32
lim  

3.1.4. а) ,
2x3

1
lim

2

2

1 



 x

x

x
 б) 

1

209
lim

3

2





 x

xx

x
 

3.1.5. а) ,
44

42
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
 б) 

23

1
lim

2 



 xx

x

x
 

3.1.6. а) ,
4

145
lim

2

2

2 



 x

xx

x
 б) 

827

714
lim

2

2





 xx

xx

x
 

3.1.7. а) ,
23

16
lim

2

4

2 



 xx

x

x
 б) 

 
,

12

1
lim

3

3





 xx

x

x
 

3.1.8. а) 
 

,
12

1
lim

3

3

1 



 xx

x

x
  б) 

 2

42
lim

3 



 xx

x

x
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3.1.9. а) ,
4

844
lim

2

2

2 



 x

xx

x
 б) 

4

145
lim

2

2





 x

xx

x
 

3.1.10. а) ,
1

844
lim

2

2

1 



 x

xx

x
 б) 

1

44
lim

2





 x

x

x
 

 

ЗАДАЧА 4.1. Найти производные указанных функций. 

 

4.1.1. а) 
















 5

4
2

3 2

3

x

x  б) 
 
 












x

x

3ln

tg
 в)   14tg3 x  

4.1.2. а) 








  xxx 263
5 45  б)    xex cos3sin  в) 

 

















15cos

1
2 x

 

4.1.3. а) 











 x

x
x 4

3
5

2

6  б) 
 

















x

x

3tg

sin 5

 в)   1cos 3x  

4.1.4. а) 











 x

x
x 10

5
3

4

2  б)      xx tglnsin 3  в) 
 

















5 2 31sin

1

x
 

4.1.5. а) 











 x

x
x 7

10
6

3

7  б) 
 

















1sin

cos
4

6

x

x
 в)   36tg x  

4.1.6. а) 








  1564
5 28 xx  б)    53 3cosln xx  в)   12ctg10 x  

4.1.7. а) 










 x

x
x 25

5
7 4  б) 

 

















 5

3

12x

xln
 в)   14cos5 x  

4.1.8. а)   1045 3 xx  б)  












2
37ln xеx  в) 

 

















13sin

1
2 x

 

4.1.9. а) 
















 x

x

x 5
4

2
7 3

9  б) 
 

 
















1ln

16sin
2x

x
 в)   7 5 2cos x  
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4.1.10. а) 











 6

3
8

4

10

x
x  б)    xex sin14cos  в)   12sin x  

 

ЗАДАЧА 4.2. Провести полное исследование и построить гра-

фики функций 
 

4.2.1. а) 
83 381 xxy    б) 

2

12






x

x
y   

4.2.2. 
а) 1153 35  xxy  

б) 
1

2 2




x

x
y  

4.2.3. 
а) 34 34  xxy  

б) 
2

3 2




x

x
y  

4.2.4. а) 52202 xxy   б) 
4

23






x

x
y  

4.2.5. 
а) xxy 72 7   

б) 
x

x
y




3

4 2

 

4.2.6. а) 196 69  xxy  б) 
2

3




x

x
y  

4.2.7. 
а) 364 23  xxy  

б) 
1

3 2






x

x
y  

4.2.8. а) 143 34  xxy  б) 
3

24






x

x
y  

4.2.9. 
а) 376 67  xxy  

б) 
3

2 2






x

x
y  

4.2.10. а) 243 68  xxy  б) 
1

32






x

x
y  

 

ЗАДАЧА 5.1. Нахождение частных производных, градиента и 

производной по заданному направлению. 

Заданы функция  y,xfz  , точка  00 y,xA  и вектор 

jaiaa yx


 . Найти: 1) частные производные, 2) градиент функ-

ции z  в точке А и его модуль, 3) производную функции z  в точке А 

по направлению вектора a


. 
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5.1.1. xyxyyxz 253 34  ,  12,A  , jia


43     

5.1.2. xyyxyxz 654 225  ,  11,A  , jia


23     

5.1.3. xyyxyxz 352 233  ,  13  ,A , jia


53     

5.1.4. xyxyyxz 653 42  ,  12 ,A , jia


52     

5.1.5. xyyxyxz 454 323  ,  23 ,A , jia


54     

5.1.6. xyyxyxz 242 3235  ,  32 ,A , jia


34     

5.1.7. xyxyyxz 523 42  ,  13,A , jia


42     

5.1.8. xyyxxyz 835 323  ,  31,A  , jia


35     

5.1.9. xyxyyxz 522 435  ,  12 ,A , jia


25     

5.1.10. xyyxyxz 736 322  ,  32,A  , jia


4    

 

ЗАДАЧА 5.2. Исследовать функцию двух переменных на экс-

тремум. 
 

5.2.1. а) 423 2  yxyxz    б) yxxyyxz 10141053 22   

5.2.2. а) 22 421 yxyxz     б) yxxyyxz 1429526 22   

5.2.3. а) 52 22  yyxxz    б) yxxyyxz 1612432 22   

5.2.4. а) уyxxz 2423 22     б) yxxyyxz 61343 22   

5.2.5. а) 18463 22  уyxxz    б) yxxyyxz 132954 22   

5.2.6. а) 22 642 yxyxz    б) 2335 22  yxxyyxz  

5.2.7. а) 234 22  yxxz   б) 122276 22  yxyxxyz  

5.2.8. а) 22 324 yxyxz   б) yxxyyxz 430823 22   

5.2.9. а) 345 22  yxyxz   б) yxxyyxz 1613752 22   

5.2.10. а) уyхxz 4227 22     б) yxxyyxz 2217563 22   
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ЗАДАЧА 6.1. Найти неопределенные интегралы. 
 

6.1.1. а)  







 dx

x
x 6

3
4 3  б)  








dx

x

3
cos  в)  dxxx cossin )   

6.1.2. а)  







 dx

x
x 2

2
5

4

2  б)  dxe x5  в)  dx
x

x
2

5

cos

tg
 

6.1.3. а)  







 dx

x
x 7

5
4

5
3  б) 

 


dx
x 14

1
 в)  dx

x

x
2

3

sin

ctg
 

6.1.4. а)  












 dx

x

x 1
2

3
4 3

 б) 
 




dx
x 37cos

1
2

 в) 


dx
x

x
2

3

1

arctg
 

6.1.5. а)  







 dx

x
x 2

4
3

5 2  б)    dxx 315  в)  dxxex2
 

6.1.6. а)  







 dx

x
x 3

10
5

2

4 3  б)   dxx 34  в) 


dx
x

x

21
 

6.1.7. а)  







 dx

x
x 4

7
6

3
 б)    dxx3 256  в) 

 




dx

x

x

43

2

2

 

6.1.8. а)  












 dx

x

x 3
2

7
5 4

3  б) 
 



dx

x 246

1
 в)  dxxx

54 3cos  

6.1.9. а)  












 dx

x

x 10
5

8
3 2

4  б) 
 




dx
x 23

1
 в)  xdxx cossin 5  

6.1.10. а)  







 dx

x
x 5

10
7

6

5 3  б) 

 
dx

x


4 325

1
 в)   dxex xsincos  

 

ЗАДАЧА 6.2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями. 

 

6.2.1. 2y , xxy  2
 

6.2.2. xy 2 , 
23 xy   

6.2.3. xy 4 , 32  xy  

6.2.4. 2xy  , 
28 xy   
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6.2.5. 24 xxy  ,
2xy   

6.2.6. xxy 22  , 2 xy  

6.2.7. xxy 22  , 
22 xxy   

6.2.8. 23 xxy  , xy 2  

6.2.9. xy  , 
24 xxy   

6.2.10. 22 xy  , xy   

 

ЗАДАЧА 7.1. Выполнить действия с комплексными числами. 

 

7.1.1. а) 
ii ee 7015 32   б) 

   ii

е i

2341

70 100


 

7.1.2. а) ii ee 2030 64   б) 
   ii

е i

2351

40 120


 

7.1.3. а) ii ee 45125 2515    б) 
   

ie

ii

502

243 
 

7.1.4. а) ii ee 6045 5030   б) 
   

ie

ii

603

20430 
 

7.1.5. а) ii ee 4550 2050   б) 
   

ie

ii

405

52410 
 

7.1.6. а) ii ee 8045 64   б) 
   ii

е i

5234

50 80


 

7.1.7. а) ii ee 3065 2010   б) 
   ii

е i

325

60 70


 

7.1.8. а) ii ee 12060 3015   б) 
   

ie

ii

504

8201040 
 

7.1.9. а) ii ee 2570 3040   б) 
   ii

е i

2351

100 120





 

7.1.10. а) ii ee 12050 3015   б) 
   

ie

ii

603

20930 
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ЗАДАЧА 7.2. Решить уравнения. 
 

7.2.1. а) 092 z  б) 013 z   

7.2.2. а) 01362  zz  б) 0164 z  

7.2.3. а) 042 z  б) 083 z  

7.2.4. а) 01062  zz  б) 0814 z  

7.2.5. а) 0162 z  б) 083 z  

7.2.6. а) 0222  zz  б) 01253 z  

7.2.7. а) 0252 z  б) 0273 z  

7.2.8. а) 01722  zz  б) 01253 z  

7.2.9. а) 0362 z  б) 0273 z  

7.2.10. а) 01022  zz  б) 0814 z  

 

ЗАДАЧА 8.1. Решить дифференциальные уравнения первого и 

второго порядка. 
 

8.1.1. 
а) 

 34 25ln 




xy

y
y   б)  xy 2cos   

в) xxyy 4cos4sin225   г) 242 xyyy   

8.1.2. 
а) 

 4

532

23 






y

ex
y

x

 б)  xy 35sin   

в) xeyyy 24044   г) xyyy 3565   

8.1.3. 
а) 

 252cos

sin

yx

x
y


  б)  314  xy  

в) xyyy 13136   г) xeyyy 252   

8.1.4. 
а) 

 24

sin 2




xctgy

y
y  б) 

 432

1




x
y  

в) xxyy cos5sin44    г) 
xeyyy 24086   

8.1.5. 
а) 

4 3

2

5

13






x

yx
y  б) 

13

2




x
y  

в) xxyy 2cos52sin4   г) 6396  xyyy  
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8.1.6. 
а) 

 
y

ey
y

x

arctg

1 22 
  б) xey 24  

в) xeyyy 23645   г) 254914 xyyy   

8.1.7. 
а) 

 14sin

52








y

ex
y

x

 б) 
3

2 2
3

x
xy   

в) xeyyy 31652   г) 582 2  xyyy  

8.1.8. 
а) 

 

y

xy
y

521 2 
  б) 13  xey  

в) 1454  xyyy  г) xxyy sin5cos264   

8.1.9. 
а) 

 
5 3

2

6

43






x

yx
y  б) 43 2  xy  

в) xxyy 3sin3cos24   г) xeyyy 24134   

8.1.10. 
а) 

 

 12

32

4

3






x

yx
y  б) xxу 410 4   

в) xeyyy 510020   г) 45204 2  xyyy  

 

ЗАДАЧА 9.1. Записать первые четыре члена заданного число-

вого ряда. 
 

9.1.1.  а)   


1

13
n

n        б) 




0 13

12

n
n

n

   в) 









1

2
1

!

)1(
)1(

n

n

n

n
   

9.1.2. а)   


0

2 2
n

n  б) 









1
1

1

13

2

n
n

n

 в) 





1
3

)!1(
)1(

n

n

n

n
 

9.1.3. а)   


2

13
n

n  б) 







1
2

1

5

3

n
n

n

 в) 











0

2
1

1!

)1(
)1(

n

n

n

n
 

9.1.4. а) 


1

)ln(

n n

n
 б) 








2
1

2

3

4

n
n

n

 в) 







0

2

)!1(

)12(
)1(

n

n

n

n
 

9.1.5. а)  


1

3 32
n

n  б) 




0

2

23

1

n
n

n
 в) 












1
2

1

)1(

1!
)1(

n

n

n

n
 



 104 

9.1.6. а)   


2

3
2

n

n  б) 





0
1

2

2

)1(

n
n

n
 в) 












1

3
1

)!12(

)1(
)1(

n

n

n

n
 

9.1.7. а) 


1 2

32

n

n
 б) 






2
2

2

4

)12(

n
n

n
 в) 






0

2

!

13
)1(

n

n

n

n
 

9.1.8. а)   


1

1ln2
n

n  б) 


 



1

3

23

)23(

n
n

n
 в) 












1

2
1

3!

)12(
)1(

n

n

n

n
 

9.1.9. а)  


1

2 32
n

n  б) 




0

2

43

)3(

n
n

n
 в) 








0

2

)!2(

)13(
)1(

n

n

nn

n
 

9.1.10. а)   


2

34
n

n  б) 









1
1

1

14

13

n
n

n

 в) 









0

1

!2

)1(
)1(

n

n
n

n

n
 

 

ЗАДАЧА 9.2. Вычислить сумму ряда. 
 

9.2.1. а) 2+1+ ...
4

1

2

1
    б) ...

4

1

2

1
12    

9.2.2. а) ...
9

1

3

1
13   б) ...

9

1

3

1
13   

9.2.3. а) ...
16

1

4

1
14   б) ...

16

1

4

1
14   

9.2.4. а) 1+0,1+0,01+0,001+… б) 1-0,1+0,001-0,0001+… 

9.2.5. а) ...
2

1
124   б) ...

2

1
124   

9.2.6. а) ...
27

5

9

5

3

5
5   б) ...

27

5

9

5

3

5
5   

9.2.7. а) ...
8

3

4

3

2

3
3   б) ...

8

3

4

3

2

3
3   

9.2.8. а) ...
16

1

4

1
14   б) ...

16

1

4

1
14   

9.2.9. а) ...
25

1

5

1
15   б) ...

25

1

5

1
15   

9.2.10. а) ...
3

8

3

4
23   б) ...

3

8

3

4
23   
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ЗАДАЧА 9.3. Проверить необходимое условие сходимости. 
 

9.3.1. а) 




1
2 3

1

n n

n
  б) 





1 13

1

n n

n
  

9.3.2. а) 




1
2)1(

12

n n

n
 б) 





1
2

2

1

1

n n

n
 

9.3.3. а) 




1 32

13

n n

n
 б) 





1
2

2

32

1

n n

n
 

9.3.4. а) 




1
3

2

)2(

)1(

n n

n
 б) 





1
2

2

)2(

)3(

n n

n
 

9.3.5. а) 




1 3

1

n n

n
 б) 





1 130

100

n n

n
 

9.3.6. а) 




1
2

2

3

1

n n

n
 б) 





1
2

2

15

12

n n

n
 

9.3.7. а) 




1 3 1n n

n
 б) 





1
3

3

1

14

n n

n
 

9.3.8. а) 




1
2 1

310

n n

n
 б) 





1
2

2

110

3

n n

n
 

9.3.9. а) 




1 1

2

n n

n
 б) 





1 25

52

n n

n
 

9.3.10. а) 




1
2 12

33

n n

n
 б) 





1 13

1

n n

n
 

 

ЗАДАЧА 9.4. Исследовать числовые ряды на сходимость 

используя признаки сходимости: Даламбера, интегральный, Лейб-

ница. 
 

9.4.1.  а) 


1 3

1

n
n

n
 б) 





1
2 1n n

n
 в) 










1

1

!

1
)1(

n

n

n

n
 

9.4.2. а) 




1 13

2

n
n

n

 б) 




1
2 1

1

n n
 в)  



1
3

1
)1(

n

n

n
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9.4.3. а) 


1 !

12

n

n

n
 б) 





1 35

1

n n
 в) 










1

1

35

1
)1(

n

n

n
 

9.4.4. а) 







1
1

2

3

4

n
n

n

 б) 


1

)ln(

n n

n
  в)  



1
3 2

3
)1(

n

n

n
 

9.4.5. а) 


1

2

3n
n

n
 б) 



1
3

1

n n
 в) 










1
2

1

)1(

2
)1(

n

n
n

n
 

9.4.6. а) 


1

3

2n
n

n
 б) 





1
2 12

1

n nn
 в) 










1

1

!

1
)1(

n

n

n

n
 

9.4.7. а) 


1 !

3

n

n

n
 б) 





1
2 3n n

n
 в) 










1
2

1

1

2
)1(

n

n

n

n
 

9.4.8. а) 






1

1

4

3

n
n

n

 б) 




1
4 1n n

n
 в)  







1

2
1

2
)1(

n
n

n n
 

9.4.9. а) 


1 4

12

n
n

n
 б) 





1
3

2

1n n

n
 в)  







1

1 ln
)1(

n

n

n

n
 

9.4.10. а) 





1
15

3

n
n

n

б б) 


1
4

1

n n
 в)  







1

1

!

2
)1(

n

n
n

n
 

 

ЗАДАЧА 9.5. Найти область сходимости степенного ряда. 
 

9.5.1. а) 


1
2

)1(

n

n

n

х
 б) 



1 !

)2(

n

n

n

х
 

9.5.2. а) 


1 2

)1(

n
n

nх
 б) 





1
2 1n

n

n

х
 

9.5.3. а) 




1 1n

n

n

х
 б) 



1 4

)3(

n
n

nх
 

9.5.4. а)  


1

)2(
n

nxn  б) 





1
13

)1(

n
n

nх
 

9.5.5. а) 


1 !n

n

n

х
 б) 



1
2

)3(

n

n

n

х
 

9.5.6. а) 


1 3

)3(

n
n

nх
 б) 



1n

n

n

х
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9.5.7. а) 


1
3

)3(

n

n

n

х
 б) 





1
2 1

)1(

n

n

n

х
 

9.5.8. а) 




1 12

)2(

n

n

n

х
 б) 





1 )!1(n

n

n

х
 

9.5.9. а) 






1 2

)2(

n
n

nх
 б)  



1

2 )2(
n

nxn  

9.5.10. а) 




1
2 1n

n

n

х
 б)  



1

)1(1
n

nxn  

 

ЗАДАЧА 9.6. Разложить интегрируемую функцию в степенной 

ряд и вычислить интеграл с заданной точностью . 
 

9.6.1.  
 

dx
x

x


2,0

0
2

21ln
;  = 0,01 9.6.6   

1

0

2 dxex x ;  = 0,005 

9.6.2.    
1

0

3
dxex x ;  = 0,03 9.6.7.  dx

x

x

5,0

0

2sin
;  = 0,01 

9.6.3.  
 

dx
x

x

1

0

2sin
;  = 0,002 9.6.8.  

 
dx

x

x

1

0

2arctg
;  = 0,03 

9.6.4.   
 

dx
x

x

1

0

2cos1
;  = 0,001 9.6.9.   

1

0

31 dxx ;  = 0,02 

9.6.5.    
1,0

0

2 dxex x ;  = 0,01 9.6.10.  dx
x

е x


 1

0

1
;  = 0,01 

 

ЗАДАЧА 10.1. Изобразить множество на плоскости. 

 

10.1.1. а)  022  yxА  б) B = {x + y
3 
< 0} 

10.1.2. а)  01 yxА  б) B = {x
2
 – y

2 
− 1 < 0} 

10.1.3. а) А = {|2x + y| − 1 = 0}  б) B = {x
2 
+ y

 
+ 2 < 0} 

10.1.4. а) А = {|3x + y| − 3 = 0}   б) B = {x
2 
+ y

2 
− 9 > 0} 
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10.1.5. а) А = {|3x – y| − 2 = 0}   б) B = {x
2 
– y + 3 < 0} 

10.1.6. а) А = {|x + y| − x = 0}  б) B = {x
2 
+ y

2 
− 16 > 0} 

10.1.7. а) А = {|x + 2y| −1 = 0}  б) B = {2x + y
2 
− 2 < 0} 

10.1.8. а) А = {|x| – у − 2=0}   б) B = {x – y
2  

+ 4 < 0} 

10.1.9. а) А = {2х –|y|+1=0}   б) B = {2x – y
3 
< 0} 

10.1.10. а) А = {|x – 3y| − 1 = 0}   б) B = {x + y
2 
– 4 < 0} 

 

ЗАДАЧА 10.2. Перечислить элементы множества M, выполнив 

действия над множествами. 
 

10.2.1.  5 4, 3, 2, 1,U  ,  7 6 3 0 ,,,A  ,  4 3 2 ,,B  ,  8 7 6 1 ,,,C  , 

   CBA\UM   

10.2.2.  3 2 1 ,,A  ,  4 3,B  ,  6 2,C  ,    ABC\AM   

10.2.3. 
 10 9, 7, 5 4 1 ,,,A  ,  10 7, 4, 3 2 ,,B  ,  11 6, 5 3 1 ,,,C  , 

   CAB\СM   

10.2.4. 
 12 10, 8 2 ,,A  ,  13 12, 10, 6 2 ,,B  ,  17 12, 8 2 1 ,,,C  , 

   CBCAM  \  

10.2.5. 
 8 6 1 ,,A  ,  7 5, 3 2 ,,B  ,  10 9, 8 5 1 ,,,C  , 

    CBC\BAM   

10.2.6. 
 7 6, 5, 4, 3, 2, 1,U  ,  6 5, 2 1 ,,A  ,  6 4, 3 1 ,,B  , 

   A\BBАM   

10.2.7. 
 6 3 1 ,,A  ,  11 10, 9 8 ,,B  ,  10 9, 6 3 2 ,,,C  , 

   C\B\CAM   

10.2.8. 
 9 7, 2 1 ,,A  ,  10 9 6 ,,B  ,  11 8 7 0 ,,,C  , 

   C\A\BAM   

10.2.9. 
 9 7, 4, 3 2 0 ,,,A  ,  7 4 2 ,,B  ,  5 4, 3 2 1 ,,,C  ,  

    B\AAB\СM    

10.2.10. 
 5 4, 3 2 1 ,,,A  ,  9 7, 4, 3 0 ,,B  ,  13 11, 7 5 2, 0 ,,,C   

   BA\BСM   
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ЗАДАЧА 10.3. Найти меру плоского множества   2; Ryx  . 
 

 

10.3.1. а)  0;0;33  yxyx  б)  0;12  yух  

10.3.2. а)  02 22  ухх   б)  0;;3  xxyxу  

10.3.3. а)  0;0;1  yxyx  б) }0;0
4

;cos{ 


 yxxy  

10.3.4. а)  0;0;1  ухух   б)  0;1;1  yxxу  

10.3.5. а)  0;0;4  yxyx   б)  0;1;
1

1
2




 yx
x

y  

10.3.6. а)  0422  yyx   б)  23 4;2 xyxy   

10.3.7. а)  0622  xyx   б)  10;2;2/  xxyxy  

10.3.8. а)  0;0;632  yxyx   б)  0;1;02  yxyx  

10.3.9. а)  02 22  ухх    б)  0;1 2  yxу  

10.3.10. а)  0;0;632  yxyx   б) 











 0;1;
12

yx
x

x
y  

 

ЗАДАЧА 10.4. Найти образ заданного множества при указан-

ном отображении. 
 

10.4.1. а) ]1;1[;2)( 3  AххAf    б) )2;0(;
4

1
)(

2



 А

x
Аf  

10.4.2. а) ]1;1[;4)( 4  AххAf   б) ]1;0(;ln1)(  АxАf  

10.4.3. а)  4;1;9)( 2  АxАf   б) )1;0(;ln)( 1   АxАf  

10.4.4. а) )2;1(;5)( 5  АххАf   б) 

 
]0;1(;

1

1
)(

22




 А

x

Аf  

10.4.5. а) )1;2(;4)( 4  АххАf  б) ]0;(;
1

1
)(

2



 А

x
Аf  

10.4.6. а) ]3;0[;
23

)(
23

 А
xx

Аf  б) ]1;0(;ln2)(  АxАf  

10.4.7. а) ]2;2[;32)( 23  АxxАf   б) )1;0();1ln()(  АxАf  

10.4.8. а)  2;1;32)( 26  АxxАf  б) 

 
];1(;

1

1
)(

32




 А

x

Af  
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10.4.9. а)  1;1;5)( 52  АxxАf  б) 
 

]0;(;
1

1
)(

2



 А

x
Аf  

10.4.10. а) ]2;1[;4)( 4  АxxАf   б) )1;0();1ln()(  АxАf  

 

ЗАДАЧА 11.1. Вычислить приближенно определенный инте-

грал по формулам прямоугольников, трапеций и Симпсона. 

Число интервалов разбиения n = 4. Вычислить точное значение 

интеграла. Найти погрешности вычисления интеграла по прибли-

женным формулам численного интегрирования. 
 

11.1.1.  


4

0
2 1

1
dx

x
 11.1.6.  

5

1
2

1
dx

x

x
 

11.1.2.  


6

2
2 1

1
dx

x
 11.1.7.  



4

0

2

1
dx

x

x
 

11.1.3.  


4

0 13

1
dx

x
 11.1.8.  



4

0 1

12
dx

x

x
 

11.1.4.  


4

0
2 1

dx
x

x
 11.1.9.   



2

2

3 3dxx  

11.1.5.   


3

1

32 dxx  11.1.10.  



1

3

dxe x  

 

ЗАДАЧА 11.2. Найти частное решение дифференциального 

уравнения  в степенных рядах (до х
3
 включительно).  

 

11.2.1.  1)1(;2 3  yxyy  11.2.6.  1)0(;3  yyxy  

11.2.2.  1)0(;2  yxyy  11.2.7.  0)1(;3  yxyy  

11.2.3.  0)1(;1  yxyy  11.2.8.  1)2(;14  yxyy  

11.2.4.  1)0(;32  yyxy  11.2.9.  0)1(;23 2  yxyy  

11.2.5.  2)2(;123  yyxy  11.2.10.  2)1(;12  yyxy  
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ЗАДАЧА 12.1. Найти вероятности событий, используя класси-

ческое определение вероятности и формулы комбинаторики. 
 

12.1.1. 

а) Из букв разрезанной азбуки составлено слово «книга». 

Ребенок, не умеющий читать, рассыпал эти буквы и затем 

собрал их в произвольном порядке. Найти вероятность то-

го, что у него снова получилось это же слово. 

б) В урне 3 белых, 2 красных, 1 черный шар, вынимают 2 

шара. Найти вероятности: А – шары одного цвета; В – есть 

ровно один черный шар. 

12.1.2. 

а) На одинаковых карточках написаны буквы а, а, б, г, е, р, 

л. Карточки перемешивают и раскладывают в ряд. Какова 

вероятность того, что при этом получится слово «алгеб-

ра»? 

б) В урне 2 белых, 1 черный и 3 красных шара, вынимают 

3 шара. Найти вероятности: А – шары разного цвета; В – 

есть хотя бы один белый шар. 

12.1.3. 

а) Слово «интеграл» составлено из букв разрезной азбуки. 

Наудачу случайно берут 4 карточки и складывают в ряд. 

Какова вероятность получить при этом слово «игра»? 

б) В урне 1 белый, 2 черных и 3 красных шар, вынимают 

2 шара. Найти вероятности: А – шары одного цвета; В – 

есть хотя бы один черный шар. 

12.1.4. 

а) Числа 1, 2, 3, 4, 5 написаны на 5 карточках. Наудачу по-

следовательно вынимаются 3 карточки. Найти вероят-

ность, что будет получено число 123. 

б) В урне 3 белых, 2 черных и 2 красных шара, вынимают 

2 шара. Найти вероятности: А – шары одного цвета; В – 

есть ровно два белых. 

12.1.5. 

а) Имеется 5 томов книг с номерами:1, 2, 3, 4, 5. Книги в 

произвольном порядке расставляются на полку. Найти ве-

роятность, что они будут расставлены по возрастанию но-

мера. 

б) В урне 3 белых и 2 красных шара, вынимают 2 шара. 

Найти вероятности: А – шары одного цвета; В – есть хотя 

бы один белый шар. 
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12.1.6. 

а) Числа 1, 2, 3, 4, 5 написаны на 5 карточках. Наудачу по-

следовательно вынимаются 2 карточки. Найти вероят-

ность, что будет получено число 45. 

б) В урне 2 черных и 4 красных шара, вынимают 2 шара. 

Найти вероятности: А – есть ровно один черный; В – есть 

хотя бы один красный шар. 

12.1.7. 

а) Числа 1, 2, 3, 4 написаны на 4 карточках. Наудачу по-

следовательно вынимаются 3 карточки. Найти вероят-

ность, что будет получено число 432. 

б) В урне 5 белых, 3 черных шара, вынимают 3 шара. 

Найти вероятности: А – есть ровно один черный; В – есть 

хотя бы один белый шар. 

12.1.8. 

а) Числа 1, 2, 3, 4 написаны на 4 карточках. Наудачу по-

следовательно вынимаются 2 карточки. Найти вероят-

ность, что будет получено число 23. 

б) В урне 2 белых, 2 черных и 3 красных шара, вынима-

ют 2 шара. Найти вероятности: А – есть ровно один белый 

шар; В – нет красного шара.  

12.1.9. 

а) Из букв разрезной азбуки составлено слово «навес». 

Буквы перемешиваются и случайным образом расставля-

ются в ряд. Какова вероятность получить слово «весна»? 

б) В урне 1 белый, 3 черных и 4 красный шара, вынима-

ют 2 шара. Найти вероятности: А – шары одного цвета; В – 

есть ровно один черный шар. 

12.1.10. 

а) Из букв разрезной азбуки составлено слово «свобода». 

Буквы перемешиваются, случайным образом выбираются 4 

буквы, которые расставляются в ряд. Какова вероятность 

получить слово «вода»? 

б) В урне 2 белых, 2 черных и 3 красных шара, вынима-

ют 3 шара. Найти вероятности: А – есть ровно два красных 

шара; В – есть хотя бы один черный. 
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ЗАДАЧА 12.2. Составить ряд распределения дискретной слу-
чайной величины, найти ее математическое ожидание и дисперсию 

12.2.1. 
Студент получает «5» за экзамен: по математике с вероят-
ностью 0,2, по физике – 0,1, по истории – 0,3. Случайная 
величина Х – число «пятерок» в сессию. 

12.2.2. 
Студент получает «2» за экзамен: по математике с вероят-
ностью 0,2, по физике – 0,3, по истории – 0,1. Случайная 
величина Х – число «двоек» в сессию. 

12.2.3. 

Студент ищет нужную формулу в 3 справочниках, причем 
если нашел, то дальше не ищет. Вероятность найти фор-
мулу в 1-м справочнике – 0,4, во 2-м –0,5, в 3-м – 0,7. Слу-
чайная величина Х – число просмотренных справочников. 

12.2.4. 

Шахматист должен сыграть с тремя другими шахматиста-
ми. Он знает, что вероятность выиграть у 1-го равна 0,7, у 
2-го – 0,5, у 3-го – 0,4. Случайная величина Х – число вы-
игранных партий. 

12.2.5. 
Три студента сдают экзамен по математике. Вероятность 
сдачи для каждого из них равна 0,7. Случайная величина Х 
– число студентов, сдавших экзамен. 

12.2.6. 
Куплено три лотерейных билета. Вероятность выигрыша 
по каждому равна 0,1. Случайная величина Х – число вы-
игравших билетов. 

12.2.7. 

У охотника 3 патрона и он стреляет в дичь пока не попа-
дет, или пока не закончатся патроны. Вероятность попада-
ния при одном выстреле равна 0,7. Случайная величина Х 
– число израсходованных патронов. 

12.2.8. 

У охотника 4 патрона и он стреляет в дичь пока не попа-
дет, или пока не закончатся патроны. Вероятность попада-
ния при одном выстреле равна 0,8. Случайная величина Х 

– число израсходованных патронов. 

12.2.9. 

Рабочий обслуживает 3 станка. Вероятность того, что в те-
чение смены первый станок потребует регулировки, равна 
0,2; второй – 0,3; третий – 0,1. Случайная величина X – 
число станков, которые в течение смены потребуют регу-
лировки. 

12.2.10. 

База ежедневно получает заявки на поставку товаров из 
трех магазинов. Вероятность поступления заявки из перво-
го магазина равна 0,4, из второго – 0,7, из третьего – 0,9. 
Случайная величина X – число заявок в день. 
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ЗАДАЧА 12.3. Нормальное распределение. 

Изготавливаемые цехом детали по длине распределяются по 

нормальному закону со средним значением а см и дисперсией 
2  см

2
. Записать плотность распределения случайной величины Х 

(длины детали). Определить вероятность того, что длина наудачу 

взятой детали: а) будет заключена в пределах от 1x  до 2x  см; б) 

превысит 3x  см. 
 

12.3.1. 163153145015 321
2  x;,x;,x;,;а   

12.3.2. 224423120810322 321
2 ,x;,x;,x;,;,а   

12.3.3. 15313311360512 321
2  x;,x;,x;,;,а  

12.3.4. 52942812551427 321
2 ,x;,x;,x;,;,а   

12.3.5. 35333052532 321
2  x;x;x;,;,а  

12.3.6. 46434092842 321
2  x;x;x;,;,а  

12.3.7. 1251151090210 321
2  x;,x;,x;,;,а  

12.3.8. 1039375058 321
2  x;,x;,x;,;,а  

12.3.9. 6015865253456 321
2  x;,x;,x;,;,а  

12.3.10. 1681691530316 321
2  x;,x;,x;,;,а  

 

ЗАДАЧА 13.1. Найти среднее значение, дисперсию и среднее 

квадратическое отклонение для выборок. 
 

13.1.1. 

Найти средний расход эл/энергии в месяц, дисперсию и ср. 

квадратическое отклонение  

а) X – расход эл/энергии, X = 300, 285, 220, 340 кВт; 

б) в течение 3 месяцев расход Эл/энергии составил по 

250 кВт, 5 месяцев – по 300 кВт, 2 месяцев – по 400 кВт.  

13.1.2. 

Найти среднюю добычу шахты в месяц, дисперсию и 

ср. квадратическое отклонение  

а) X – производительность, X = 200, 185, 220, 280, 

250 тыс. т; 

б) В течение 3 месяцев добыча шахты составила по 

250 тыс. т, 8 месяцев – по 300,  2 месяцев – по 500 тыс. т.  

13.1.3. Найти среднюю выработку рабочих в день, дисперсию и 
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ср. квадратическое отклонение  

а) X – выработка рабочих, X = 18, 22, 12, 15, 12 деталей; 

б) пять рабочих изготовили по 12 деталей, семь – по 15, 

трое – по 18, двое – по 22 детали.  

13.1.4. 

Найти среднее число пассажиров в день, дисперсию и 

ср. квадратическое отклонение  

а) X – число пассажиров, X = 120,140, 90, 70, 100, 50 чел.; 

б) в течении 6 дней перевезли по 100 пассажиров, 10 дней – 

по 70, 3 дней – по 80 пассажиров.  

13.1.5. 

Найти средний доход в семье в месяц, дисперсию и 

ср. квадратическое отклонение  

а) X – доход, X= 25, 35, 40, 38, 48 тыс. руб.; 

б) В 4 семьях доходы составили по 30 тыс. руб., в 10 семьях 

– по 50 тыс. руб., в 6 семьях – по 60 тыс. руб.  

13.1.6. 

Найти средний рост студентов, дисперсию и 

ср. квадратическое отклонение  

а) X – рост студентов, X = 165, 168, 172, 166, 178 см; 

б) у 3 человек рост по 165 см, у 8 – по 170, у 5 – по 175,  

у 2 – по 180 см.  

13.1.7. 

Найти средний возраст студентов, дисперсию и 

ср.квадратическое отклонение  

а) X – возраст, X= 21, 20, 19, 18, 22, 20 лет; 

б) у 5 студентов возраст по 18 лет, у 7 – по 20, у 3 – по 19, у 

10 – по 21 году.  

13.1.8. 

Найти среднюю зарплату в месяц, дисперсию и 

ср. квадратическое отклонение  

а) X – зарплата работников в фирме, X = 12, 15, 22, 18, 14, 

28, 35, 48 тыс. руб.; 

б) 6 работников получают по 12,5 тыс. руб., 11 – по 30, 5 – 

по 45, 2 – по 90 тыс. руб.  

13.1.9. 

Найти среднее число покупателей в день, дисперсию и 

ср.квадратическое отклонение  

а) X – число покупателей в день, X = 320, 250, 540, 820, 350, 

740 чел.; 

б) в течение 5 дней обслужено по 140 покупателей, 8 дней – 

по 260, 3 дней – по 320 покупателей.  
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13.1.10. 

Найти средний вес перевезенных грузов, дисперсию и 

ср.квадратическое отклонение  

а) X – вес груза, т, X = 2, 3, 5, 7, 10 т; 

б) 4 груза по 3 т, 6 грузов по 5 т, 2 груза по 10 т. 

 

ЗАДАЧА 13.2. Найти уравнение парной линейной регрессии, 

коэффициент корреляции, проверить его значимость при уровне 

значимости 05,0 . 

13.2.1. 
x 1 2 4 5 7 

y 0 2 2 6 8 
 

13.2.2. 
x 1 2 4 5 7 

y 0 2 2 6 8 
 

13.2.3. 
x -2 0 1 2 

y 2 4 6 5 
 

13.2.4. 
x -2 0 3 4 1 

y 5 3 0 0 2 
 

13.2.5. 
x -1 0 1 2 3 4 

y 5 3 -1 0 0 -2 
 

13.2.6. 
x -1 0 1 2 4 

y 5 3 -1 0 -2 
 

13.2.7. 
x 0 2 3 4 5 6 

y 6 3 -1 0 0 -2 
 

13.2.8. 
x -3 -2 -1 2 3 4 

y 2 1 6 4 7 9 
 

13.2.9. 
x 2 3 4 5 8 

y 5 2 -1 0 -3 
 

13.2.10. 
x -3 -2 -1 2 

y 5 4 9 10 
 

 

ЗАДАЧА 13.3. Проверить статистическую гипотезу. 

Уровень значимости  05,0 . Известно, что рассматриваемые 

случайные величины распределены нормально. 

13.3.1. 

В результате двух серий измерений с количеством измере-

ний 20xn  и 25yn  получены средние значения иссле-

дуемых величин: 3,9x  и 6,9y .  

Проверить, можно ли считать средние значения равными, 
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если известны выборочные дисперсии: 2,02 xS , 6,02 yS . 

13.3.2. 

Производится анализ и сравнение эффективности работы 

18 сельскохозяйственных предприятий одной области и 20 

предприятий другой области. Для предприятий первой об-

ласти средние затраты на 1 руб. товарной продукции со-

ставили 40,0x  руб., исправленная выборочная диспер-

сия 02,02 xS  руб.
2
. Для предприятий второй области ана-

логичные показатели составили 62,0y  руб.,  

04,02 yS  руб.
2
.  

Проверить гипотезу о равенстве средних затрат предприя-

тий двух областей. 

13.3.3. 

На двух участках предприятия трудятся соответственно 

12xn  и 18yn  работников. Для обоих участков рассчи-

таны средние значения производительности труда и ис-

правленная дисперсия за определенный период времени, 

которые составили соответственно 39,2x  тыс. руб., 

57,12 xS  тыс. руб
2
, 73,2y  тыс. руб., 74,12 yS  тыс. руб.

2
. 

Проверить, значимо ли различаются выборочные средние 

значения производительности труда на участках. 

13.3.4. 

В двух продовольственных магазинах в течение 15 дней 

фиксировалась дневная выручка. Средняя выручка в пер-

вом магазине составила 23 тыс. руб., во втором – 16 тыс. 

руб. Выборочные дисперсии соответственно равны: 9 и 

2 тыс. руб.
2
. 

Проверить, значимо ли отличаются средние значения вы-

ручки в двух магазинах. 

13.3.5. 

Проводился анализ заработной платы работников проход-

ческих и выемочных бригад. Вычислена средняя зарплата 

и исправленная выборочная дисперсия для работников 

каждой бригады. Для 20 работников проходческих бригад 

получены данные: 25x  тыс. руб., 0,52 xS  тыс. руб.
2
. 

Для 25 работников выемочных бригад – 35y  тыс. руб., 

0,162 yS  тыс. руб.
2
.  

Проверить, существенно ли отличаются средней зарплаты 

рабочих проходческих и выемочных бригад.  
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13.3.6. 

Производился анализ и сравнение эффективности работы 

14 сельскохозяйственных предприятий одной области и 11 

предприятий другой области. Для предприятий первой об-

ласти средняя себестоимость единицы продукции и ис-

правленная дисперсия составили: 9,19x  руб., 

142,172 xS  руб.
2
. Для предприятий второй области анало-

гичные показатели: 3,16y  руб. и 20,62 yS  руб.
2
.  

Проверить гипотезу о равенстве средних значений себе-

стоимости продукции в двух областях. 

13.3.7. 

Для 10 промышленных предприятий вычислена средняя 

зарплата 0,27X  тыс. руб. и исправленная выборочная 

дисперсия 07,472 xS . Для 13 предприятий сферы обслу-

живания соответствующие величины составляют: 9,19Y  

и 42,982 yS .  

Проверить гипотезу о равенстве средних значений зарпла-

ты на промышленных предприятиях и предприятиях сфе-

ры обслуживания при конкурирующей гипотезе, что зар-

платы не равны.  

13.3.8. 

Исследовалось влияние дополнительной рекламы на про-

дажу определенных товаров. Получены следующие ре-

зультаты: при наличии дополнительной рекламы в 10 ма-

газинах средний объем продаж 2,63X  тыс. руб., диспер-

сия 14,12 xS . Без дополнительной рекламы в 12 магазинах 

соответствующие показатели составили: 60Y  тыс. руб.,  

и 35,02 yS .  

Определить, существенно ли влияние дополнительной ре-

кламы на объем продажа, то есть, проверить гипотезу о ра-

венстве средних значений выручки при конкурирующей 

гипотезе, что не равны.  

13.3.9. 

Проводился анализ погоды в январе и феврале месяцах. 

Среднесуточная температура января за 31 день составила 

(–21) с дисперсией 10 градусов
2
. Среднесуточная темпе-

ратура февраля за 28 дней составила (–17) с дисперсией 

20 градусов
2
.  
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Проверить, значимо ли различается среднесуточная темпе-

ратура в эти месяцы. 

13.3.10. 

Для проверки устойчивости цен на яблоки в летний период 

на двух рынках города проведено выборочное обследова-

ние. На первом рынке по данным 15 продавцов определена 

средняя цена, равная 95 руб. при дисперсии 100 руб.
2
. На 

втором рынке обследовано 12 продавцов, средняя цена 

оказалась равной 85 руб. при дисперсии 200 руб.
2
. 

Определить, существенно ли отличается цена на яблоки на 

рынках, или различие случайно. 
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Приложение 1 

Таблица значений функции   



x

dxexФ

x

0

2

2

2

1
 

X Ф(x) x Ф(x) x Ф(x) x Ф(x) 

0,00 0,0000 0,32 0,1255 0,64 0,2389 0,96 0,3315 

0,01 0,0040 0,33 0,1293 0,65 0,2422 0,97 0,3340 

0,02 0,0080 0,34 0,1331 0,66 0,2454 0,98 0,3365 

0,03 0,0120 0,35 0,1368 0,67 0,2486 0,99 0,3389 

0,04 0,0160 0,36 0,1406 0,68 0,2517 1,00 0,3413 

0,05 0,0199 0,37 0,1443 0,69 0,2549 1,01 0,3438 

0,06 0,0239 0,38 0,1480 0,70 0,2580 1,02 0,3461 

0,07 0,0279 0,39 0,1517 0,71 0,2611 1,03 0,3485 

0,08 0,0319 0,40 0,1554 0,72 0,2642 1,04 0,3508 

0,09 0,0359 0,41 0,1591 0,73 0,2673 1,05 0,3531 

0,10 0,0398 0,42 0,1628 0,74 0,2703 1,06 0,3554 

0,11 0,0438 0,43 0,1664 0,75 0,2734 1,07 0,3577 

0,12 0,0478 0,44 0,1700 0,76 0,2764 1,08 0,3599 

0,13 0,0517 0,45 0,1736 0,77 0,2794 1,09 0,3621 

0,14 0,0557 0,46 0,1772 0,78 0,2823 1,10 0,3643 

0,15 0,0596 0,47 0,1808 0,79 0,2852 1,11 0,3665 

0,16 0,0636 0,48 0,1844 0,80 0,2881 1,12 0,3686 

0,17 0,0675 0,49 0,1879 0,81 0,2910 1,13 0,3708 

0,18 0,0714 0,50 0,1915 0,82 0,2939 1,14 0,3729 

0,19 0,0758 0,51 0,1950 0,83 0,2967 1,15 0,3749 

0,20 0,0793 0,52 0,1985 0,84 0,2995 1,16 0,3770 

0,21 0,0832 0,53 0,2019 0,85 0,3023 1,17 0,3790 

0,22 0,0871 0,54 0,2054 0,86 0,3051 1,18 0,3810 

0,23 0,0910 0,55 0,2088 0,87 0,3078 1,19 0,3830 

0,24 0,0948 0,56 0,2123 0,88 0,3106 1,20 0,3849 

0,25 0,0987 057 0,2157 0,89 0,3133 1,21 0,3869 

0,26 0,1026 0,58 0,2190 0,90 0,3159 1,22 0,3883 

0,27 0,1064 0,59 0,2224 0,91 0,3186 1,23 0,3907 

0,28 0,1103 0,60 0,2257 0,92 0,3212 1,24 0,3925 

0,29 0,1141 0,61 0,2291 0,93 0,3238 1,25 0,3944 

0,30 0,1179 0,62 0,2324 0,94 0,3264 1,26 0,3962 

0,31 0,1217 0,63 0,2357 0,95 0,3289 1,27 0,3980 
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Продолжение прил.1 
x Ф(x) x Ф(x) x Ф(x) x Ф(x) 

1,28 0,3997 1,61 0,4463 1,94 0,4738 2,54 0,4945 

1,28 0,4015 1,62 0,4474 1,95 0,4744 2,56 0,4948 

1,30 0,4032 1,63 0,4484 1,96 0,4750 2,58 0,4951 

1,31 0,4049 1,64 0,4495 1,97 0,4756 2,60 0,4953 

1,32 0,4066 1,65 0,4505 1,98 0,4761 2,62 0,4956 

1,33 0,4082 1,66 0,4515 1,99 0,4767 2,64 0,4959 

1,34 0,4099 1,67 0,4525 2,00 0,4772 2,66 0,4961 

1,35 0,4115 1,68 0,4535 2,02 0,4783 2,68 0,4963 

1,36 0,4131 1,69 0,4545 2,04 0,4793 2,70 0,4965 

1,37 0,4147 1,70 0,4554 2,06 0,4803 2,72 0,4967 

1,38 0,4162 1,71 0,4564 2,08 0,4812 2,74 0,4969 

1,39 0,4177 1,72 0,4573 2,10 0,4821 2,76 0,4971 

1,40 0,4192 1,73 0,4582 2,12 0,4830 2,78 0,4973 

1,41 0,4207 1,74 0,4591 2,14 0,4838 2,80 0,4974 

1,42 0,4222 1,75 0,4599 2,16 0,4846 2,82 0,4976 

1,43 0,4236 1,76 0,4608 2,18 0,4854 2,84 0,4977 

1,44 0,4251 1,77 0,4616 2,20 0,4861 2,86 0,4979 

1,45 0,4265 1,78 0,4625 2,22 0,4868 2,88 0,4980 

1,46 0,4279 1,79 0,4633 2,24 0,4875 2,90 0,4981 

1,47 0,4292 1,80 0,4641 2,26 0,4881 2,92 0,4982 

1,48 0,4306 1,81 0,4649 2,28 0,4887 2,94 0,4984 

1,49 0,4319 1,82 0,4656 2,30 0,4893 2,96 0,4985 

1,50 0,4332 1,83 0,4664 2,32 0,4898 2,98 0,4986 

1,51 0,4345 1,84 0,4671 2,34 0,4904 3,00 0,49865 

1,52 0,4357 1,85 0,4678 2,36 0,4909 3,20 0,49931 

1,53 0,4370 1,86 0,4686 2,38 0,4916 3,40 0,49966 

1,54 0,4382 1,87 0,4693 2,40 0,4918 3,60 0,499841 

1,55 0,4394 1,88 0,4699 2,42 0,4922 3,80 0,499928 

1,56 0,4406 1,89 0,4706 2,44 0,4927 4,00 0,499969 

1,57 0,4418 1,90 0,4713 2,46 0,4931 4,50 0,499997 

1,58 0,4429 1,91 0,4719 2,48 0,4934 5,00 0,499997 

1,59 0,4441 1,92 0,4726 2,50 0,4938   

1,60 0,4452 1,93 0,4732 2,52 0,4941   

Примечание к таблице: 

1) Функция Ф(x) нечётная, то есть Ф(– x)= –Ф(x); 

2) Ф(x )= 0,5 при 5x . 
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Приложение 2 
 

Критические точки распределения Стьюдента при 050,  

(двухсторонняя критическая область) 

 

Число 

cтепеней 

cвободы 

k 

критТ  Число 

cтепеней 

cвободы 

k 

критТ  

1 12,7062 17 2,1098 

2 4,3027 18 2,1009 

3 3,1824 19 2,0930 

4 2,7764 20 2,0860 

5 2,5706 22 2,0739 

6 2,4469 24 2,0639 

7 2,3646 25 2,0595 

8 2,3060   30 2,0423 

9 2,2622 40 2,0211 

10 2,2281 50 2,0086 

11 2,2010 60 2,0003 

12 2,1788 70 1,9944 

13 2,1604 80 1,9901 

14 2,1448 90 1,9867 

15 2,1314 100 1,9840 

16 2,1199 ∞ 1,9600 
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Приложение 3 

 

Проверка статистических гипотез 

Задача Гипотеза 
Наблюдаемое значение статистики, 

число степеней свободы 

Критическая область  

(H0 отвергается) 

1. Сравнение диспер-

сий двух нормальных 

генеральных совокуп-

ностей 

 

Н0: 21  DD   

Н1: 21  DD   

Критерий Фишера-Снедекера 

2
2

2
1

S

S
Fнабл  ,  

2
1S  и 2

2S – большая и меньшая выбо-

рочные дисперсии; 

111  nk ,  122  nk  

крнабл FF  , 

 21;; kkFFкр   по 

«Критические точки 

распределения F» 

(прил. 4) 

2. Сравнение 

средних значений  

двух нормальных гене-

ральных совокупно-

стей. 

  xD  и   yD  – неиз-

вестны, но предполага-

ется, что они равны 

 

H0:    yMxM   

H1:    yMxM   

t-критерий Стьюдента 

2

, 
2

)1()1(

, 
11

22
2













yx

yx

yyxx
p

yx
p

набл

nnk

nn

SnSn
S

nn
S

yx
T

 

крнабл TT   

),( kTкр   по «Крити-

ческие точки распре-

деления Стьюдента 

(двусторонняя крити-

ческая область)» 

(прил. 2) 

1
2
3
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3. Сравнение 

средних значений  

двух нормальных гене-

ральных совокупно-

стей.  

  xD  и   yD  – неиз-

вестны, причем гипоте-

за об их равенстве от-

клоняется 

 

 

 

H0:    yMxM   

H1:    yMxM   

t-критерий Стьюдента 

y

y

x

x

набл

n

S

n

S

yx
T

22




 , 

 

   
2

11

2222

222











y

yy

x

xx

yyxx

n

nS

n

nS

nSnS
k , 

округляется до целого числа 

крнабл TT   

),( kTкр   по 

«Критические точки 

распределения Стью-

дента (двусторонняя 

критическая об-

ласть)» (прил. 2). 

 

1
2
4
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Приложение 4 

Критические точки распределения F Фишера-Снедекора при 05,0  

 Число степеней свободы k1 
   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 15 20 24 30 40 60 120 

Ч
и

сл
о
 с

те
п

ен
ей

 с
в
о

б
о

д
ы

 k
2
 

1 161 200 216 225 230 234 237 239 271 242 243 244 246 248 249 250 251 252 253 
2 18,5 19,0 19,2 19,2 19,3 19,3 19,4 19,4 19,4 19,4 19,4 19,4 19,4 19,4 19,5 19,5 19,5 19,5 19,5 
3 10,1 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79 8,76 8,74 8,70 8,66 8,64 8,62 8,59 8,57 8,55 
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96 5,94 5,91 5,86 5,80 5,77 5,75 5,72 5,69 5,66 
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74 4,71 4,68 4,62 4,56 4,53 4,50 4,46 4,43 4,40 
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06 4,03 4,00 3,94 3,87 3,84 3,81 3,77 3,74 3,70 
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64 3,60 3,57 3,51 3,44 3,41 3,38 3,34 3,30 3,27 
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35 3,31 3,28 3,22 3,15 3,12 3,08 3,04 3,01 2,97 
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14 3,10 3,07 3,01 2,94 2,90 2,86 2,83 2,79 2,75 
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98 2,94 2,91 2,85 2,77 2,74 2,70 2,66 2,62 2,58 
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85 2,82 2,79 2,72 2,65 2,61 2,57 2,53 2,49 2,45 
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75 2,72 2,69 2,62 2,54 2,51 2,47 2,43 2,38 2,34 
13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67 2,63 2,60 2,53 2,46 2,42 2,38 2,34 2,30 2,25 
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60 2,57 2,53 2,46 2,39 2,35 2,31 2,27 2,22 2,18 
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54 2,51 2,48 3,52 3,37 3,29 3,21 3,13 3,05 2,96 
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49 2,46 2,42 2,35 2,28 2,24 2,19 2,15 2,11 2,06 
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45 2,41 2,38 2,31 2,23 2,19 2,15 2,10 2,06 2,01 
18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41 2,37 2,34 2,27 2,19 2,15 2,11 2,06 2,02 1,97 
19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38 2,34 2,31 2,23 2,16 2,11 2,07 2,03 1,98 1,93 
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35 2,31 2,28 2,20 2,12 2,08 2,04 1,99 1,95 1,90 
24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 2,25 2,21 2,18 2,11 2,03 1,98 1,94 1,89 1,84 1,79 
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,16 2,13 2,09 2,01 1,93 1,89 1,84 1,79 1,74 1,68 
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08 2,04 2,00 1,92 1,84 1,79 1,74 1,69 1,64 1,58 
60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99 1,95 1,92 1,84 1,75 1,70 1,65 1,59 1,53 1,47 
120 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2,17 2,09 2,02 1,96 1,91 1,87 1,83 1,75 1,66 1,61 1,55 1,50 1,43 1,35 

1
2
5
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